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OPSTE INFORMACIJE O PRIJEMNOM ISPITU

1a. Prijemni ispit iz Matematike polazu kandidati koji Zele da upisu sledece oblasti:
- Elektrotehnika i racunarstvoe (kandidati se upisuju na jedan od sledeca dva studijska programa:
Energetika, elektronika i telekomunikacije; Racunarstvo i automatika).

- Saobraédaj (kandidati se upisuju na jedan od sledeca dva studijska programa: Saobracaj i transport;
Postanski saobracaj i telekomunikacije).

- Gradevinarstvo (kandidati se upisuju na studijski program: Gradevinarstvo).

- Mehatronika (kandidati se upisuju na studijski program: Mehatronika).
- Geodezija i geomatika (kandidati se upisuju na studijski program: Geodezija i geomatika).

1b. Prijemni ispit iz Matematike sa proverom sklonosti za studije odgovarajuce oblasti polazu
kandidati koji zele da upisu sledece oblasti:

- MaSsinstvo — Matematika sa proverom sklonosti za studije masinstva (kandidati se upisuju na jedan od
slede¢a cetiri studijska programa: Proizvodno masinstvo; Mehanizacija i konstrukciono masinstvo;
Energetika i procesna tehnika; Tehnicka mehanika).

- Industrijsko_inZenjerstvo i inZenjerski menadZment — Matematika sa proverom sklonosti za studije
industrijskog inzenjerstva i inZenjerskog menadzmenta (kandidati se upisuju na jedan od sledeca dva
studijska programa: Industrijsko inzZenjerstvo; InZenjerski menadzment).

- Graficko inZenjerstvo i dizajn — Matematika sa proverom sklonosti za studije grafickog inZenjerstva i
dizajna (kandidati se upisuju na jedan studijski program: Graficko inzenjerstvo i dizajn).

- InZenjerstvo zastite Zivotne sredine i zaStine na radu — Matematika sa proverom sklonosti za studije
inzenjerstva zastite zivotne sredine (kandidati se upisuju na jedan od sledeca dva studijska programa:
InZenjerstvo zastite Zivotne sredine; Inzenjerstvo zastite na radu).

lc. Prijemni ispit iz Geometrije sa arhitektonskom i opStom kulturom; Slobodoruc¢no crtanje i
Prostorna kompozicija polazu kandidati koji zele da upisu sledecu struku (oblast):
- Arhitektura (kandidati se upisuju na jedan studijski program: Arhitektura i urbanizam).

2. Ukupan broj bodova na osnovu kojeg se vrsi rangiranje kandidata za upis na Fakultet formira se
kao zbir bodova ostvarenih po slede¢im uslovima:

a) Opsti uspeh u srednjem obrazovanju (maksimalni broj 40, a minimalni 16 bodova).

b) Uspeh na prijemnom ispitu iz Matematike (maksimalni broj je 60 bodova) za upis na
Elektrotehniku i racunarstvo, Gradevinarstvo, Saobracaj i Mehatroniku.

¢) Uspeh na prijemnom ispitu iz Matematike sa proverom sklonosti za studije odgovarajuce
struke (maksimalni broj je 60 bodova) za upis na Masinstvo, Industrijsko inzenjerstvo i
menadzment, Graficko inzenjerstvo i dizajn i InZenjerstvo zastite Zivotne sredine i to:
- Matematika donosi maksimum 30 bodova od prijemnog ispita,
- Provera sklonosti donosi takode maksimum 30 bodova od prijemnog ispita.

d) Uspeh na prijemnom ispitu za upis Arhitekture (maksimalni broj je 60):
- Geometrija sa arhitektonskom i opstom kulturom donosi maksimum 18 bodova od prijemnog
ispita,
- Slobodoru¢no crtanje donosi maksimum 21 bod od prijemnog ispita,
- Prostorna kompozicija donosi maksimum 21 bod od prijemnog ispita.

Da bi kandidat bio rangiran potrebno je da osvoji minimum 14 bodova na prijemnom ispitu.

Priprema za polaganje prijemnog ispita za upis arhitekture se izvodi na Fakultetu tokom cele godine.
Informacije se mogu dobiti na telefon: 021 / 6350 — 293 u 021 / 485 — 2223.

Informacije za pripremnu nastavu iz matematike se mogu dobiti na telefon : 021/6350-770



PROGRAM PRIJEMNOG ISPITA 1Z MATEMATIKE ZA UPIS ELEKTROTEHNIKE 1
RACUNARSTVA; GRADEVINARSTVA; SAOBRACAJA; MEHATRONIKE; GEODEZIJE I
GEOMATIKE

Na ispitu iz matematike polaze se gradivo predvideno nastavnim planom i programom za srednje
obrazovanje.

—_

. Osnovne logicke operacije, pojam funkcije.

Brojevi (prirodni, celi, racionalni, iracionalni, realni, kompleksni).

Proporcionalnost veli¢ina i primene.

Racionalni algebarski izrazi. Polinomi.

Linearna funkcija. Linearne jednacine i nejednacine, sistemi linearnih jednacina i nejednacina.
Stepenovanje i korenovanje.

Kvadratna funkcija. Kvadratne jednacine i nejednacine. Sistemi kvadratnih jednacina.
Algebarske i iracionalne jednacine i nejednacine.

© 0N L s W

Pojam logaritma. Logaritamska i eksponencijalna funkcija. Logaritamske i1 eksponencijalne
jednacine i nejednacine.

10. Trigonometrijske funkcije. Identiteti, jednacine i nejednacine. Primena trigonometrije.

11. Matematicka indukcija i nizovi. Aritmeticka i geometrijska progresija.

12. Kombinatorika i binomni obrazac.

13. Planimetrija (prvenstveno geometrija trougla, ¢etvorougla i kruga).

14. Stereometrija (prizma, piramida, zarubljena piramida, valjak, kupa, zarubljena kupa, sfera i delovi
sfere).

15. Vektori.
16. Analiticka geometrija u ravni (prava, kruznica, elipsa, hiperbola i parabola).
17. Grani¢ne vrednosti nizova i funkcija. Izvod i primena

Literatura

1. Srednjoskolski udzbenici iz matematike
2. Zbirka zadataka sa prijemnih ispita, FTN, 2010.



PROGRAM PRIJEMNI ISPIT IZ MATEMATIKE SA PROVEROM SKLONOSTI ZA
STUDIJE ODGOVARAJUCE OBLASTI ZA UPIS: MASINSTVA; INDUSTRIJSKOG
INZENJERSTVA I INZENJERSKOG MENAD;MENTA; GRAFICKOG
INZENJERSTVA I DIZAJNA; INZENJERSTVA ZASTITE ZIVOTNE SREDINE I
ZASTITE NA RADU

Ispit se sastoji iz dva dela i to:
- Matematika (pet zadataka)
- Provera sklonosti za studije odgovarajuce struke (deset pitanja).

Program dela prijemnog ispita: Matematika

Osnovne logicke operacije, pojam funkcije.

2. Brojevi (prirodni, celi, racionalni, iracionalni, realni), stepenovanje i korenovanje, racionalni
algebarski izrazi i polinomi.

3. Proporcionalnost veli¢ina i primene.

Linearna funkcija. Linearne jednacine i nejednacine, sistemi linearnih jednacina i
nejednacina.

5. Kvadratna funkcija. Kvadratne jednacine i nejednacine.
Sistemi kvadratnih jednacina.

6. Algebarske i iracionalne jednacine i nejednacine.

7. Pojam logaritma. Logaritamska i eksponencijalna funkcija. Logaritamskei  eksponencijalne
jednacine i nejednacine.

8. Trigonometrijske funkcije. Identiteti, jednacine i nejednacine. Primena trigonometrije.

9. Matematicka indukcija i binomni obrazac.

10. Vektori.

Literatura

1. Srednjoskolski udzbenik iz matematike
2. Zbirka zadataka sa prijemnih ispita, FTN, 2010



5 ) jul 2001. godine
ELEKTROTEHNIKA I RACUNARSTVO, SAOBRACAJ I GRADEVINARSTVO
(prijemni ispit u julu 2001 i septembru 2001. i 2002. godine je bio isti za ove tri struke)

1. U skupu realnih brojeva naci skup reSenja nejednacine
2
-x"+2x-16 >3
x—6

2. Naéi m tako da zbir korena (reSenja) jednacine
x +(2+m—m2)x+m2 =0
bude jednak O , a da proizvod bude jednak 4.
3. Dokazati da za svaki prirodan broj vazi jednakost

P42+ 40’ =(Mj2.

2
4.  Zbir prva tri ¢lana geometrijskog niza je 91. Ako se zbir prvog i treeg ¢lana pomnozi sa RE

dobija se drugi ¢lan niza. Odrediti prva tri ¢lana niza.
5. U skupu realnih brojeva resiti jednacinu

log, (242 1)+ 4 =2x.
6. U skupu realnih brojeva resiti jednacinu
3cos® x —sin’ x —sin 2x = 0.
7.  Stranicaromba je a =5, a zbir dijagonala d, + d, =14. Izraunati povr§inu romba.
8. Koliko se petocifrenih brojeva moze napisati od cifara 0, 1,---,9, ako se cifre
a. mogu ponavljati;
b. ne mogu ponavljati.
9 Data je prava 2x+y—12=0 i parabola y* =4x. Naéi jednaGinu tangente na parabolu u
preseénoj tacki M (xo, Yo ), ¥, <0, prave i parabole.
10.  Visina i izvodnica kupe odnose sa kao 1:2, a njena zapremina je 100077 cm’ . IzraGunati povrsinu
kupe.

Svaki zadatak nosi 6 bodova.

RESENJA:
1. xXe (— oo,—2] U [1,6).

2. Naosnovu Vietovih formula, iz x, + x, = —(2 +m—m’ )= 0i xx,=m" =4 sledi daje m=2.
3. Da data jednakost vazi za svaki prirodan broj n dokaza¢emo koristeci princip matematicke indukcije.
Za n =1 data jednakost vazi, jer je

5 {MJ

2

Pretpostavimo da data jednakost vazi za n =k, tj.

P42+ 4k :(sz.
2

Dokaza¢emo da data jednakost vaziiza n=k +1

P+2° 44k +(k+1) =(—k(k2+1)j +(k+1)° :((k+1)§k+2)} '

Dakle, na osnovu principa matemati¢ke indukcije data jednakost vazi za svaki prirodan broj n.



4. Oznatimosa b, b, i b, prvatri¢lana geometrijskog niza. Iz
b, +b, + b, =91,(b, +b3)%=b2, sledidaje b, =30 i b, +b, =61.
Iz b, +by, =61 i b, -b, =900 sledi da je (b,,b,,b, )€ {(25,30,36),(36,30,25)}.

5. Iz log, (2 4 1)+ 4 =2x sledi da je (4’C - 16)2 =0, tj. da je reSenje date jednacine realan broj
x=2.

6. Deljenjem date jednacine sa cosx ( cosx#0 ) dobija se jednatina 3—fg’x—2tgx=0 sa
reSenjima tgx =1 ili #gx =-3.

V4
Iz tgx =1 sledi da je skup reSenja ove jednaline A= {Z +hk7ik e Z}. Iz tgx = -3 sledi da je

skup reSenja ove jednacine B = {—arctg3 +k,m ik, € Z}.

Skup svih reSenja date jednacine je skup C = AU B.

7. Izd +d,=14 i a=5 sledidaje d, - d, = 48.Kako je povrsina romba Pzgal1 -d, to je povrSina
trazenog romba P =24,

8. ay vl -yl =10°-10*=9-10"
b) V' -17=6-7-8-9°
9. Iz 2x+y=12 1 y’> =4x sledi da je (x,y) =(4,4) ili (x,y) =(9,—6). Dakle, traZena tacka je
M (9,—6).Jednaéina tangente u datoj tatki M na parabolu je prava y = —%x -3.
10. Kako je H:is=1:2, to je s=2H.Iz r’=s'-H> sledi da je r=H+3.Iz
V=%r27[H=IOOO7r cm® sledi da je H =10cm, pa je r=10\/§cm,s=200m.Dakle, trazena

povrsina kupe je P=r>7 + ras = 1007[(3 + 2\/§)cm2.



ELEKTROTEHNIKA I RACUNARSTVO, SAOBRACAJ I GRADEVINARSTVO

septembar 2001
2 2
5 ) 3 437 3 -3
1. IzracCunati — .
2 2

2
X +x-2
2. Resiti nejednacinu ———<0.
x=3
. . . n(n+1)
3. Dokazati da za svaki prirodan broj n vazi  14+2+---+n= .

4. Ujednagini x* — (k + 2)x + Z(k + 2) =0 odredi realan parametar k tako da jedan koren (nula)
jednacine bude dva puta veéi od drugog korena.

5. Ako je zbir prva tri ¢lana aritmetickog niza 21, a zbir prvih Sest ¢lanova 78, naci zbir prvih devet
¢lanova.

6. U skupu realnih brojeva resiti jednaginu  9* —24.3"" =9.
7. U skupu realnih brojeva reiti jednaginu  sin® x+cosx +1=0.

8. U pravouglom trouglu date su katete a=3cm i b=4cm. Odredi visinu koja odgovara
hipotenuzi.

9.  Odrediti prese¢ne tacke kruznice x*> + y° +6x—4y =0 iprave x—y+4=0.

10. Pravougli trougao Cije su katete @ =3cm i b=4cm rotira oko katete b. Naci zapreminu
nastalog rotacionog tela.

Svaki zadatak nosi 6 bodova.

RESENJA:
NEiEs T3z (343 337 F43 330230 23
2 2 2 2 2 2 2 2 '
Zix— +2)(x-1
2) LHSOCMSOC>)CE(—OO,—2]U[L3)
x-3 x-3
3) nzl:ﬁzl;
2

L k(k+1) o
Pretpostavka da tvrdenje vaziza n=k: 1+---+k = S Dokaz da tvrdenje vaziza n=k +1:
1 1)+2 1 1 2
1+---+k+(/’c+1):M+(l’c+1):k(k+ )+ 2(k+ ):(k+ J(k+ )
2 2 2
4) x, =2x, x2=¥
X, +x,=k+2 < x1=2k3+4 = k+2=9
X, -x, =2(k+2) k—;2.2k3+4=2k+4 k=17



5) 8;=21 A S6:78<:>%(2a1+2d):21 A g(2a1+5d)=78

Resavanjem sistema jednacina a,+d =7 A 2a,+5d =26 dobijamo a, =3 i d =4 tako da je

S,O=%(2~3+9—4)=210

J’_
6) (3")2—8~3"—9=0, 1=3", -8-9=0, tng—— “624”6
t=9, t,=-1, = 3=9,3"=-1; 3'=9=x=2 3" =—1 nema resenja.

Dakle, reSenje je samo realan broj x =2

7) sin’ x+cosx+1=0<1-cos’x+cosx+1=0
—cos’x—cosx—2=0<cosx=—1 x=(1+2k)z, kez

cosx =2 nema resenje
2 2 34
8) c=Na +b" =5 a~b=c~hC:hC=? h, =2.4cm
9) (y—4)2+y2+6(y—4)—4y=0 A x=y—-4

y=4=x=0 A(O,4)
y=-1=>x=-5  B(-5,-1)

10) Vle-H, B=r'zr=9rx
3
H=b=4cm V=%97Z’-4
r=a=3cm V =12xem’



ELEKTROTEHNIKA I RACUNARSTVO, MEHATRONIKA, SAOBRACAJ I
GRADEVINARSTVO septembar 2002

1. Na¢i interval najmanje duZzine kojem pripada realan broj k tako da resenja X,,X, kvadratne

jednacine (k—l)x2 + (k—S)x—(k + 2) =0 zadovoljava uslov 1 +L > 2.
X X%

2. Cena nekog proizvoda povecéana je za 40%. Za koliko procenata treba menjati dobijenu cenu,
da bi se dobila prosecna cena?

3. Zbir tri uzastopna ¢lana aritmeticke progresije je 54. Ako je najveci od njih dva puta veci od
najmanjeg, naci proizvod ta tri broja.

. . b +
4. Ako je cosx+cosy=a, sinx+siny=b,a+#0, pokazati da je —= tg%. Naci
a
cos(x + y) kao funkciju od a i b.
5. Resiti jednacinu  4/log, x —log, 8x+5=0.

6.  Nadi jednacinu kruznice koja spolja dodiruje krusnicu x° + y* —4x—5=0 a centar joj je u
tacki C(5,4).

7.  Dijagonale jednakokrakog trapeza su uzajamno normalne. Izracunati njegovu povrsinu ako je
krak ¢ = 2\/§ , a odnos osnovica 3:1.
8. Osnova prave pravilne Sestostrane piramide je upisana u osnovu valjka a njen vrh lezi u centru

gornje osnove valjka. Ako je visina piramide H=6 cm, a njena zapremina V' = 124/3cm’ , naci
povrsinu valjka.

9. Nadiredenje jednagine 2-3""' —4.3"7 =450.

1 n
10. Koeficijent Cetvrtog i Sestog ¢lana u razvijenom obliku binoma (— + \/; j
a

odnose se kao 5:18. Nacéi vrednost ¢lana koji ne sadrzi a.

Svaki zadatak nosi 6 bodova.

RESENJA:
k=5
LI NS Tt B DI 5 B DINL S APY
1 X, X, X, X, _k+2 k+2
k-1
k e(—9,—2).
2. C- prvobitna cena
nakon povecanja: C + % C= % C smanjuje se za X procenata
Te-* Tooceoxr=22 2857
5 100 5 7



10

a,+a, +d+a +2d =54
a,+d=18=a, =18

a, +2d =2a,

—a,+2d=0

a, =12,a,=24,d =6

a -a,-a, =12-18-24 = 5184

Jlog, x —log, 8x+5=0
Jlog, x =2’
t—t*—log,8+5=0
-t +t+2=0

t, =-1

t,=2

log, x=4=x=2"=16

. oX+ -
. . 2s1nx y«cosx Y
ﬁ: sinx+siny _ 2 _tgx+y
a cosx+cosy ZCos~x+y-cosx.y 2
2
2
X+ b
l—tgziy 1-— 2_p2
a a -
cos(x+y)= x+y_ 2 == 2
1+tg2— 1+T a’+
a

2y2 — 42
2x? =a12
a =3a

x2+y? =5a12

x24y?=c?=20

5a2 =20

a =2

a==6

m—a a1—2
2

W2 =ct-m? =4

p=2T4 16
2



9.

2.3x+l _4.3):72 :450

3 =t
61— %1450
9
(6—ijt:450
9
=81
3 =8l=>x=4

r=a

v-lp.pm-Le.
3 3

a3
4

6=123=a=2

P, =2raH +2r’rx
P, =327

e

n*=Tn-60=0=n,=12,n, =-5

B DI

12-3k=0=k=4

N 12
Clan koji ne sadrzi a je [4 ): 495.

12



E LEKTROTEHNIKA I RACUNARSTVO; MEHATRONIKA Jjul 2002

1. Proizvod korena jednagine —S5x” +bx+c je 12. Parametri b i ¢ su realni brojevi. Funkcija
f(x) =-5x" +bx +c ima maksimum za x = 4 . Odrediti korene te jednagine.

2. Za koje vrednosti realnog parametra k ée izraz: kx> —2k’x+k’ —3k —4 biti negativan za
svaki realan broj x?

3. U skupu realnih brojeva resiti jednaginu: 3> +9*"' =810,

4. Nadi skup resenja nejednacine : log (6 —5x) < 2.

5. Pravougaonik ABCD ispresecan je sa 6 pravih koje su paralelne sa stranicom AB i 8 pravih koje
su paralelne sa stranicom BC. Koliko ukupno ima pravougaonika na dobijenoj slici?

6. Neka je b,b,,...,b,,...geometrijska progresija sa kolicnikom ¢ za koju vazi da je zbir
by+b,+by+..+b,+..= ) b, =—4 idaje b, —b =7(q—1)". Izratunati by,

n=l1

7. Resiti nejednacinu: sin x — V3sin3x+sin5x<0 za x e 0, 7).

8. Neka su A(L1,2),B(1,2,3) i C(-1,1,2) temena paralelograma ABCD. Izradunati koordinate
temena D i tezista T trougla ABC.

9.  Neka je nad katetama OA i OB jednakokrako pravouglog trougla OAB, kao nad prec¢nicima
konstruisane kruznice k, i k,.
a) Dokazati da tatka C pripada hipotenuzi 4B, gde su O i C prese¢ne tacke kruznica &, i k,.
b) Izracunati povrsinu preseka krugova koji su odredeni kruznicama £, i k,, ako je OA=4cm.

10. Izracunati zapreminu lopte upisane u pravilni oktaedar ivice a.
( Pravilni oktaedar se sastoji od dve jednakoivi¢ne prave pravilne ¢etvorostrane piramide koje
imaju zajednicku kvadratnu osnovu, a vrhovi tih piramida su sa razlicitih strana te osnove.)
Svaki zadatak nosi 6 bodova.

RESENJA:

c , b b

L x -x, :—5212:>c:—60.f (x)=—10x+b:0:>x=E:>4=BDb=4O.
f"(x)=-10<0. Dakle, za x=4 funkcija f(x) ima maksimum. Sledi da su koreni
X, =2;x, =6.

2. Data jednalina je kvadratna ako je k=#0. Za k=0 vrednost izraza
f(x)=kx® =2k’x+k’ =3k -4 je f(x)=—4<0 zasvako xe R.Za
k#0 dati izraz ¢e Dbiti negativan za svako xeR ako je k<0 i
D=4k* —4k(k’ + k* =3k —4) = —4k(k* =3k —-4) < 0=k € (=1,0). Dakle, f(x)<0 za
svako x ako k e(—l,O].

3. 349" =810<9-349-(3')’ =810; 3 =t=£+t-90=0=

12

=1, =-10,t, =9=1e{-10.9} = 3" =9 = x =2 je redenje jednatine.



8.

9.

10.

Data nejednacina je definisanaza x >0,x#11 6—-5x>0 tj. za
xe(0,D)u(l, g) . Za x >1 logaritam je monotono rastuc¢a funkcija pa je

log (6-5x)<2<6-5x<x’ = x” +5x—6>0= x € (~0,-6) U (l,2).
Dakle, reSenje je x € (1, g)

Za 0 <x <1 logaritam je monotono opadajuca funkcija pa je
log (6-5x)<2<6-5x>x" = x> +5x—6<0=> xe(-6,]).
6
Dakle, reSenje je x € (0,1). Znaci skup resenja je (0,1) U (1,§) .
Kako je proizvoljan pravougaonik odreden izborom dve prave od horizontalnih ( ima ih 8 ) 1

8\ 10
dve prave od vertikalnih ( ima ih 6 ) to je broj svih pravougaonika jednak [2]{ 5 j =1260.

b
S =b +b, +..+b, +..=——=-4=b =—4(1—q).

I-¢
by—b =bg’ —b =b (g’ ~1)=b(qg-1)g* +q+1)=7(g=1)* = p, ==V Sledi daje
g +q+1
1
b =-2,qg= 5 paje by, _blqzom =27,
f(x)=sinx—+/3sin3x +sin5x = (sinx+sin5x)—\/§sin3x =
=sin3x(2cos2x—/3).
n T 2r lin
X 0 — — — — T
12 3 3 12
sin 3x + + - + +
2c0s x —+/3 " ) ) ) n
f(x) + - + - +
. . . (7 x 2z 1z
Dakle, skup resenja date nejednacine je | —,— |\
12°3 3712

OD = 04+ OC— 0B = (1,12) + (-1,1,2) - (12,3) = (=1,0,1)

oT = —(OA+ OB+ OC) = —(1 4,7) . Dakle, koordinate su D(-1,0,1);T(=,—,—).

wl-l;
wl\l

w|»—

a) Kako suuglovi OC4 i OCB svaki od 90° to su tacke A,C, i B kolinearne;
b) Ako je r polupreénik datih krugova to je trazena povrSina
2 2
rx rr 1
P=—-P = —Er - 2r . Kako je u nasem sluéaju » = 2cm to je
P=Q2x —4)cm’.

Neka je S centar upisane lopte u oktaedar ABCDVV ', tj. presek dijagonala AC i1 BD kvadrata
ABCD 1 neka je T normalna projekcija tacke S na ravan trougla BCV (kako je u pitanju
pravilnui oktaedar to tacka T mora da bude bas teziste trougla BCV). Sa r oznacimo
poluprecnik upisane lopte Ako je P sredina ivice BC tada iz pravouglog trougla STP sledi da je

a2 1av3 ., . a6
tj. FZT

r’ =ST* =SP* - PT’? (——) , pa je zapremina traZene lopte

VzLa3 6.
27

13



ELEKTROTEHNIKA I RACUNARSTVO; MEHATRONIKA jul 2003

1. U skupu realnih brojeva uprostiti izraz:

Vl—x—+l+x o % = 2tgx
V+x+4/1-x 1g’a +1

2) ae|-Z.2 b ae| -=,-Z 0| 2.2 8
4 4 2 4 42
bodova)
2. U skupu realnih brojeva resiti nejednacinu
7 9
5 + <-1 (5 bodova)
X =5x+6 x-3
3. U skupu realnih brojeva resiti sistem jednacina
Vv
32" =T7TA3 =22 =7. (4 bodova)
4. Naci skup resenja sistema jednacina
log, x—log, y=0A5x> -y’ =4. (5 bodova)
5. Nakoliko razli¢itih nacina se od prvih 27 uzastopnih prirodnih brojeva, mogu odabrati tri broja, tako
da njihov zbir bude deljiv sa 3?
(7 bodova)
1
6.  Odrediti x tako da brojevi , , obrazuju aritmeticku progresiju. (4 bodova)
log,5 log,5 log, 5
7. U skupu realnih brojeva resiti nejednacinu
te’x —(1+3)tex +4/3 <0. (6 bodova)
8. Neka su P i Q sredine redom stranica BC i CD paralelograma ABCD, neka je R presek duzi AP 1 BQ i
nekaje a = AB, b =BC.
a) Izraunati @iy akoje pa+y b =0; (2 bodova)

b) Ako je PR=aPA i RB= OB, tada izraziti vektore BP,PR i RB u zavisnosti od

- -

vektora a i b i skalara (realnih brojeva) ai 3 ; (2 bodova)

¢) lzraGunati @i £ i AR:RP, koriste¢i zbir B_)P+ ﬁR-i— R_>B (4 bodova)

9. lzracunati povrSinu trapeza ABCD cije osnovice su AB=8 i CD=4, a uglovi na osnovici su « =%i

p= % (6 bodova)

10. IzracCunati zapreminu pravilnog tetraedra, ako mu je rastojanje izmedu sredina dve naspramne ivice

\/5 . (7 bodova)
RESENJA:

L 2tgx 2tgx
tg a+1 tg a+1_|tga+1|—|tga—1|

\/1+ 2tga +\/1_ 2tga |tga+1|+|tga—1|

tg’a+1 tg’a+1

. T ) ) |tga+1|—|tga—1|
Ak _ZZ ~1.1 - .
oje ae{ ,4},tada1e Zgae[ ,],paje |t 1| |t 1| 1go

1 - -1
Ako je ae(—%,—%},tadaje tg(ZE(—oo,_l] P |tga+ | |tga |_ 1

b

|tga + 1| + |tga - 1| - tga

14



9.

10.

|tga + 1| —|tga —1| 1

T
Ako j —,— daj 1 i = .
oje ae{“,zj,ta aje 1ga €[1,») paje |tga+1|+|tga—l| 2a

7 N 9 <_l{i)(erS)(x—l)
x*=5x+6 x-3 (x=2)(x-3)

y
Smenom 3" =u, 22 =v dati sistem se svodi na ekvivalentan sistem u>—v’ =77 Au—-v=7.

<0=>xe(=51)u(2,3).

Deljenjem ovih jednadina dobijase u + v=11Au—-v="7,paje (u,v)=(9,2) odnosno (x,y)=(2,2).
log, x—log, y=0A5x> —y> =4 < log, )c—log22 y=0A5x* -y’ =4

1
< log, x—Elogz y=0A5x’ -y’ =dox=\[y A5x> =y’ =4 (x,p) e {1LD),Q2.4)}.
Podelimo tih 27 brojeva u tri grupe po 9 brojeva tako da su u prvoj grupi svi brojevi koji su deljivi sa
3, u drugoj grupi su brojevi koji pri deljenju sa 3 daju ostatak / i u trecoj grupi svi brojevi koji pri

deljenju sa 3 daju ostatak 2 . Da bi zbir tri izabrana broja bio deljiv sa tri moraju ti brojevi da budu u

istoj grupi ili sva tri broja treba da budu iz razli¢itih grupa. U prvom slu¢aju ima ih ukupno 3 - [3] ,a

9
u drugom slu¢aju ima ih ukupno 9°, te je rezultat da ih ima ukupno 3 - (3} +9° =981.

. 1 . . .
Kako vazi =log, 6,—— =log, x to iz uslova da oni tim redom obrazuju

=log,3,——
log, 5 S5 log, 5

X

aritmeticku progresiju sledi da je 2log, 6 = log 3+ log, x =log,3x = x =12.
Kako je tg°x — (1 + \/g)tgx +3<0e (zgx — )(tgx — \/5) <0&1gxe(l, \/5) to je reSenje date

T T T T
nejednacine nad intervalom (—E , Ej interval (Z , ?J , a nad celim skupom realnih brojeva unije

svih intervala oblika (% + kﬂ,% + kﬁj , gde k prolazi kroz skup celih brojeva.

- >
a) Kako su vektori ai b nekolinearni to vazi

(/72+l//g=0<:>(/7=0/\l//=0;
b) BPzéb,PRza(—%b— a),RBzﬂ(%a—b);

- -

c) BP+PR+RB=0<:>%b+a(—%b—a)+ﬂ(%a—b)=0<:>

<:>(—a+%ﬂ)2+(%—%—,B)Z:0<:>—a+%,6’:0/\l—g—ﬂ:0<:> =i p=2

2 2 5 5
Sledidaje AR:RP=4:1

Ako su £ i F redom normalne projekcije tataka D i C na osnovicu AB i ako je DE=CF=h, tada je AB=

AE+EF+FB=h+4+h+3 =8, odakle sledi da je  h= 223-2, te je trazena povrSina
8+4
P=T.2(\/§—1)=12(\/§—1).

Ako sa M i N oznac¢imo redom sredine ivica 4B 1 CD tetraedra ABCD a sa a=AB to iz pravouglog
trougla AMN sledi da je

2 2
1
(gj +(\/5)2 =(5a\/§j odnosno da je a=2. Sledi da je zapremina tetracdra jednaka

ﬁ\ﬁﬁ
3 2

1
3 4 1

V=

15



ELEKTROTEHNIKA I RACUNARSTVO; MEHATRONIKA Jjul 2004
2 — —

1. U skupu realnih brojeva resiti nejednacinu: 2x 22x-1 <4
2x+1

’ Za koje vrednosti realnih brojeva a i b jednagina ax® —x+b=0

ima ta¢no jedno reSenje x = x, za koje vazi 2x, = x; .

U skupu realnih brojeva resiti jednac¢inu zg x(2 —sin x) =

COS X ’

U skupu realnih brojeva resiti jednacinu log,(x +1) =log,(x+3).

U skupu realnih brojeva resiti sistem jedna¢ina 2% -3"7> =4; 2* ++/3% =13.

Data je kocka sa temenima A(0,0,0); B(1,0,0); C(1,1,0); D(0,1,0); A4/(0,0,1);,
B,(1,0,1); C,(LL1),; D,(0,1,1).

A

- -
a) IzraCunati ugao izmedu vektora AB,1 4,C,;

—

b) Izracunati skalarni prozvod vektora 4B, 1 4,C,;
¢) IzraCunati koordinate tezista 7' trougla ACB, .
7. Date su tacke A(1,1); B(2,1); C(2,1+\/§) i kruznica K &ija je jednaGina (x—1)° +y° =1.

Odrediti jednacine onih tangenti kruznice K koje su paralelne sa simetralom unutrasnjeg ugla
kod temena 4 trougla ABC.

8. Da li postoji geometrijski niz {b,} kod koga je %(b1 +b, +b4)=%(b2 +b,)? Odgovor

obrazloziti.

9 Dokazati da za svaki prirodan broj n, broj 10-3*"*' —24n—30 deljiv sa 24.

10. Kosarkaski klub 4 ima na raspolaganju § igraca, a koSarkaski klub B ima na raspolaganju 9
igraca. Svaki od klubova za utakmicu bira prvu postavu od 5 kosSarkasa. Koliko ima razlicitih
nacina da /0 igraca izade na parket? .

Svaki zadatak nosi 6 bodova

RESENJA:
1. Data nejednacina je definisana za x # —é .
2 4 2 5 2 _ _
2x° —2x ]£4<:>2x 2x 1_4£0®2x 10x 5£0®
2x+1 2x+1 2x+1
1 |5 V355 3
D>xe|-—o-——|U|-———,—+—|.
2 2 2 2 2
2. Resenja kvadratne jednadine 2x, =x; su brojevi x,, =0, x,, = 2. Uvrstavanjem x,, =0 u jednadinu

ax’ —x+b=0 dobijase daje b=0itadaje ax’—x=0< x(ax—1)=0, pakako je x,, =0 jedino
reSenje te jednacine, sledi da mora da bude a =0. UvrStavanjem x,, =2 u jednainu ax’ —x+b=0

dobija se da je 4a—2+b=0 odnosno h=2-4a, pa data jedna¢ina sada glasi ax’ —x+2—-4a=0 .
Kako je x,=2 jedino reSenje sledi da mora da bude ili a=0Ab=2 il

16



2—4a
a

a#0;x,+x, _1 =4;x,-x, = =4 . Sledi da je u ovom slucaju a zé;b: 1. Dakle, reSenje je
a

a=b=0\/(a=0/\b=2)v(a=§/\b=1).

Data jednacina definisana je za x ¢ {% +kr:keZ }

3 sin x

=

(2-sinx)=

tg x(2—sinx)=
4 cos x cos x 4 cos x

. . . . 1 .
c>sinzx—2sinx+3=0c>sinxzévsinx:%. Skup reSenja  jednacCine smx:z je
Vs Sr . " . 3 . ..
g-i-ZZIZ'.'lEZ v ?+2m7r:meZ , dok jednacina smx:E nema resenja. Dakle, skup resenja

. .7 S
polazne jednacine je {g +2Irx:le Z} ) {? +2mm:me Z}.
Data jednacina je definisana za x > —/.
log,(x+1)=log,(x+3)<=log,(x+1)=log,.(x+3)<

1
<:>log2(x+1)=Elog2(x+3)<:>log2(x+1)2 =log,(x+3) <
& (x+1)> =x+3=x=-2v x=1. Resenje polazne jednadine je samo realan broj x=1, dok realan
broj x =-2 nije reSenje, jer data jednacina je definisana za x > —1.
Smenom 2% =u,3” =v dati sistem se svodi na ekvivalentan sistem wu-v=36;u+v=13, sa
reSenjima (u,v)e {(4,9),(9,4)}, odnosno sa reSenjima (x,y)e {(2,2),(10g2 9,log; 4)}.

a) Ako sa o oznatimo ugao izmedu vektora AB;, =0B;—0A=(10,1)-(0,0,0)=(10,1) i

- - - - -
A,C;=0C - 04, =(11,1)~(0,0,1)=(1,10) to iz |AB,|=|4,C,| =2, sledi dasi
- -
AB,-4,C
cosa ==L 2121 _ L Gdnosno o=~
- - 3
AB,|4,C,

- -
b) AB,-A,C,=(101)-(110)=1-1+0-1+1-0=1.
212
3373
Kako prava b=p(4,B) ¢ija je jednacina y=1 zaklapa ugao 0 sa pozitivnim delom x-ose, a prava

¢) OT= §(0A+ OC+OB, )= ?((0,0,0 )+ (LLI)+(10,1))=(

c=p(4,C) ¢ija je jednacina y:\/§x+1—\/§ zaklapa ugao g sa pozitivnim delom x-ose , to

e . T .
tangente treba sa pozitivnim delom x-ose da zaklapaju ugao 5 Dakle , tangente treba da imaju

koeficijent pravca k:tggzg. Da bi prava p:y=kx+tn Dbila tangenta kruZnice

(x—xy)° +(y—y,)° =r’, treba da vazi uslov dodira r’(1+k’)=(kx, -y, +n)’ Uvritavajuéi

V3

k:T,xo =1,y,=0,r=1 u uslov dodira dobija se da je n, =—\/§,n2 =T3. Dakle, trazene

\/§ \/E tz:yzgx—i-ﬁ

tangente su prave ¢, . y = ?x - 3

17



10.

18

Pretpostavimo da postoji geometrijski niz {bn } Na osnovu uslova treba da vazi
1 1 b, .. b 5 . .
E(bl+b3+b4):3(b2+b4)<:>?(]+q+q ):7(q+q ).Ako je b,=0, to sledi da
stacionaran niz {bn :b,=0,neN } ispunjava dati uslov. Dalje, ako je b, =0 sledi iz
b b . D .
?1(1+q+q2):71(q+q2)<:>0:(q—1)(q2—q+2):>q:]. Sledi da su jedini realni
geometriski nizovi koji ispunjavaju dati uslov stacionarni nizovi, tj. nizovi oblika
{b, :b,=beR,neN}.

Tvrdenje je tatno za n=1, jer je broj 10-3° —24—30=24-9 deljivsa 24.
Pretpostavimo da tvrdenje vazi za n =k, tj. da je broj 10-3°**' — 24k — 30 deljiv sa 24 . Potrebno
je dokazati da tvrdenje vaziiza n=k+1,tj. dajebroj 10-3°*" - 24(k +1)— 30 deljivsa 24.
Kako je: 10-3** —24(k+1)-30=9-10-3*"-9.24k +8-24k—-9-30+216 =

=9-(10-3""" =24k —30)+24-(8k +9)
i 10-3**" —24k —30=24M po pretpostavci, to je

10-3**7 —24(k +1)-30=24-(9M +8k +9) . Dakle, po principu matematicke indukcije, dati broj
je deljiv sa 24 za svaki prirodan broj.

8
Klub 4 prvu postavu moze izabrati na (J nacina, a klub B prvu postavu moze izabrati na [J

8) (9
nacina. Dakle, utakmica moze da zapoc¢ne na (J . (J =56-125=7056 nacina.
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1.

10.

logz()c2 —5x+5)
x+2 '

Odrediti oblast definisanosti i izra¢unati nulu funkcije f(x)= \/

Neka su x,ix, reSenja (koreni) u skupu kompleksnih brojeva kvadratne jednacine
x> — px+¢ = 0. Izradunati realne brojeve p i ¢ tako da vazi
XX |
—+—==p i —+—=q.
X 5 XX
Resiti jednacinu 25 —6-5" -16=0.
. : 43
Data je jednacina 3: |tgx + ctg| = T\/_
a) resiti po x jednacinu I na intervalu (O,%j;
b) resiti po x jednacinu I na intervalu (% , 71'] .
Dati su vektori g = ; —32} i b= ;9 + 25, gde je ‘f)‘z ‘;|= 21 [ (;,5)= %

a) [zracunati povrsinu paralelograma konstruisanog nad vektorima a i b
b) IzraCunati intezitet vektora a

c) Ispitati da li su vektori a i b normalni.

Izracunati povrSinu romba €ija je stranica a =9, arazlika dijagonalad, —d, =2.

Za kompleksne brojeve z=—1+i i w= V3 —i izratunati

a) z+w by zow o= dag(z) e Dz
w

1 n
Dat je binom Vx+ —j .
( Yx

a) da li postoji n e N za koje prva tri binomna koeficijenta u razvijenom obliku binoma
obrazuju tri uzastopna ¢lana nekog aritmetickog niza?

b) Zan=23 odrediti binomni koeficijent uz x* u razvijenom obliku binoma.

Koliko ima razli¢itih 5-cifrenih brojeva (prva cifra je razli¢ita od 0) koji medu svojim
ciframa sadrze bar jednu cifru 1?
Data je funkcija f(x)= xe*

a) lIzraCunati y, za koju tacka A(l, yo) pripada grafiku date funkcije.

b) Naci jednacinu tangente u tacki O(0,0) grafika date funkcije.
c) Ispitati monotoniju i ekstremne vrednosti date funkcije.

Svaki zadatak nosi 6 bodova
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RESENJA:
1. Argument logaritamske funkcije mora biti pozitivan, imenilac u razlomku mora biti razli¢it od 0, a
potkorena veli¢ina mora biti negativna:

x+2

5-J5) (5++5 5
xe| —oo, 5 ) 5 AXZE=2 A
((logz(xz—5x+5)20>—2))v(10g2 (x2—5x+5)£0 A x<—2)
@[xe[—w,s_zﬁJu(5+zﬁ,mJA x#-2 A (xe(—Z,l])u[4,00) vxe@JG

o (x S (—2,1])u [4,).

log, (x*=5x+5
{x2—5x+5>0 A x+2#0 A gz( )ZOJQ

<~ <~

Dakle, domen funkcije je D = (—2,1] U [4,00). ZaxeD je

F=0 logz()c2 —5x+5)
x+2

o X -5x+4=0 < xe{l,4}gD

=0 x*—5x+5=1 <

Dakle, funkcija / ima dve nule: x, =1 1x, =4.

2. ZareSenja X, i x, kvadratne jednacine J : x>+ px+q =0 vaze Vietove formule

[Vl]:x1 +x,=-p [V2]:x1x2 =q.
[v2]
Iz [U2]:x—ll+izzq sledi damora biti x, #0 i x, #0,tejel ¢ = x,x, # 0. Pri tome je

lre] _
q :%‘FL a7 , odakle sledi p=—¢° # 0[*]

X2 XX q

Dalje je
2 2
x22 )c13+x23 (x1+x2)(x1 XXy T X )

[U1]: p =Ll s .

X XX, q

—p((x]+x2)2—3x]x2) —P(P2_3‘])

—p(xl2 +2xx, +x22 —3x1x2)

q q q ’

odakle sledi

3¢- 39-¢" 3 3
l="r="1=3-¢ <q =2<:>q=3/§,
a uvrstavanjem zadnje jednakosti u [*] dobijamo p = —%/Z. Dakle, zadatak ima jedno reSenje:
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2
Kako je 25" = (5") , smenom ¢ = 5" dobijamo da je jednaéina ekvivalentna sa

(1=5"At=6t-16=0) < (t=5"nt;, =50 ={-2,8}) <
<:>(5x=—2\/5x=8)<:>x—10g58.

Funkcije 7gx ictgx su definisane za svako x (0,%) isvako x € (%, 72') .

(a) Naintervalu (0,%) su pozitivne obe funkcije tg x ictgx, te je na (0,%) pozitivna i funkcija

tgx+ctgx.Stogajeza x € (0 ) jednaCina 3 ekvivalentna sa

tgx+1—: 4\/3—/~ctgx<:> tgzx—4\/37tgx+1=0<:>
tgx 3

=N t:tgx/\tz—¥1+1=0]c>

=N tztgx/\[t:\/;vzzgjjo

= tgx:\/_’a_vtgx:%J@

o [ 2o [o,”_jv r = Te (o,”_j .
3 2 6 2

(b) Na intervalu (% , 7[) su negativne obe funkcije tg x ictgx, te je na (% , 7[) negativna i funkcija

tgx+ctgx. Stogajeza x € (%, 77) jednacina J ekvivalentna sa

—[tgx+1—J=—tgx— ! =i/ ctgx &

tgx ctgx

\/3_tgx+1=0<:> (Iztgx/\tz+4;/3_t+1:()}©
L= {t=tgx/\[t=—\/3_vt=§]]<:>

= (tgx=—\/3_vtgx=gJ©

2 (7[ j 57 [ﬂ J
o |lx=2e | S lvex=s e =72 |].
( 3 2 6 2

a) Po definiciji vektorskog proizvoda, povrSina paralelograma je
‘lel;‘z (;—3(})x(;+2(})
:‘6+2E><§+3;><(}—6-6‘=‘SEX(}‘: S‘EHHSin(D (;,&))z
=2o.sin%=10\/§

b)

i =aa=Jaa=(p-30) (-32) = 7-3pi 307 +92-3 -

_JFT - 6pi+ofif = Jao-efal i-<os(c (7)) - W _

=40-12 =2/7.

(=4 tg2x+

=‘;x;+2;x&—3§x;—6§x&‘:
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¢) Kako je
5-5=(E—351)-(E5+2§)=5-5+279-51—3?-§—65-51=|E|2—5-51—6|5|2 =
:4—|E|~|Z;|.cos(m (;,&))—24}227&0,

sledi da vektori a i b nisu ortogonalni.

6.  Dijagonale romba se seku pod pravim uglom, te na osnovu Pitagorine teoreme sledi
2 2
d d
L | +| 2| =a’ =81
2 2
d—-d,=2/ :

d’-2dd,+d,; =4
dY (d.) = 5 ! 22 2 te uvrStavanjem druge jednakosti u prvu dobijamo
(_1) J{_zj _81 dP+d=324

2 2

dd
2d,d, =320, odakle sledi da je povrsina romba P = 12 2 =80.

Za kompleksne brojeve z=—1+i i w= \/g —1 izraCunati
a) z+w=\/§—l
b) z-w=1—\/§+i(1+\/§)

z__1 \/§+i( 1+\/§J

3z
d) arg(z) = 7
e) |z| = \/5
3z, 17z, 37, Sr.

. . .. .. n n () nn-1) L. y
8.  a) Binomni koeficijenti 0 =1, =ni = 5 obrazuju tri uzastopna ¢lana nekog

1 2
aritmeti¢kog niza ako i samo ako je srednji jednak aritmetickoj sredini prvog i treceg:
1+”(”_1) n—n+2
n= 2 - on-5n+2=0<
2 4
5-~17 S5++/17
<:>[n= ;/_gDvn= ;/_suED]

Sto znaci da ne postoji takav prirodan broj #.

Q L PR 5 a3\ UV OV 03 B3,
b) [ Vx+ =] =|x*+x*| == x? x| = 24 pri Cemu je
SRR ORGSR,
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10.

23
Dakle, radi se o binomnom koeficijentu (IOJ . Polaze¢i od

1 IV 73 I\ B 23 23
x2+x 4| = Z x2 || x* se na isti na¢in dobija binomni koeficijent = .
i\ k 13) (10

Ukupno, razliitih 5-cifrenih brojeva ima 9-10* = 90000 (prva cifra ne moze biti 0).

Razligitih 5-cifrenih brojeva koji medu svojim ciframa ne sadrfe ni jednu cifru 1 ima 8-9* = 52488
(prva cifra ne moze biti ni 0 ni 1, a ostale su razli¢ite od 1).

Prema tome, razli¢itih 5-cifrenih brojeva koji medu svojim ciframa sadrze bar jednu

cifru 1 ima 90000 —52488 =37512.

@)1z f()=1-¢' =e sledi y, =e¢ .

(b) Na isti nacin kao pod (a) se proverava da O(0,0) pripada grafiku date funkcije. Iz
fl(x)=e" +xe" 2x=e" (2x* +1) sledi f'(0)=1-(0+1)=1, te je koeficijent pravca
tangente u tacki O jednak 1, odnosno tangenta u tacki O je oblika y = x+n . Kako
tangenta treba da prolazi kroz koordinatni pocetak O, sledi n =0, te trazena tangenta ima
jednacinu y =x.

(c) Za svako xell je e” >01 2¢" +1 >0, teje f'(x)>0 za svako xell .To znaci da je
funkcija f* strogo monotono rastuc¢a na celom skupu [ i nema ni tacku minimuma ni tacku
maksimuma
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ELEKTROTEHNIKA I RACUNARSTVO; MEHATRONIKA Jjul 2006. godine

Ako su x, i x, koreni (reSenja) kvadratne jednacine x* + px+q =0, za koje vaZi jednakost

L X, +x, =x,-x,, odrediti skup uredenih parova realnih brojeva (p,q) za koje su koreni date
jednacine realni brojevi.
2. a) Resiti po x jednacinu 9* —8-3"=9.
x+1
b) Odrediti oblast definisanosti funkcije y = f(x) = [log, 3
3 X+
3. a) Odrediti sva reSenja jedna¢ine sin x +sin2x +sin3x = 0.

b) Reiti nejednacinu /3 sin x +cosx < 0.

4 Datesufunkeije f,(x) =2log, x, f,(x)=log, x*, f,(x)=2log, |x , fi(x) = %
: 0

g 2

X

Ako medu datim funkcijama ima jednakih, napisati koje su jednake. Odgovore obrazloziti.

5 a) Dat je pravilan Sestougao ABCDEF stranice a sa centrom u tacki O. Ako je A0=m i
AB=n , l1zraziti vektore E, B—C, AE preko vektora min.

e s = - - =7

b) Akoje a=3p+q,b=2p-q,gdeje |p| =2,|q| =30 (p.g)="

(1) odrediti povrsinu paralelograma konstruisanog nad vektorima aib.

(2) proveriti da li su vektori a i b normalni.
PovrSina romba je P. =18, a jedan od njegovih uglova je o = % Izracunati povr$inu

omotaca tela koje nastaje rotacijom romba oko njegove stranice.
7. Odrediti sve vrednosti za:
a) (‘/I u skupu realnih brojeva,
b) (‘/I u skupu kompleksnih brojeva,
¢) resenja jednacine x* —1=0 u skupu realnih brojeva,

d) resenja jednacCine x*=1=0u skupu kompleksnih brojeva,
4

-1
=0 u skupu realnih brojeva,

-1
-1
X —

8. @) Izratunati lim(\/n2 +2n —n).

H—>0

. .. X
e) resenjajednacCine

X
4
X

f) reSenja jednacine =0 u skupu kompleksnih brojeva.

b) Dokazati da za binomne koeficijente (iz binomnog obrasca) za svaki prirodan broj n vazi

jednakost: [ZJ*@*@*"*@:”'

9.  Dataje funkcija y = f(x)=x"—3x—1.
a) Odrediti ekstremne vrednosti funkcije f{x).
b) Neka je s secica koja prolazi kroz tacke A(—1,y,) i B(2,y,) grafika funkcije f. Odrediti

jednacinu tangente ¢ grafika funkcije f paralelne sa se€icom s. Odrediti jednacinu normale » u
dodirnoj tacki tangente ¢.

10 Koliko ima razli¢itih 7-cifrenih brojeva Cije su prve 3 cifre razliciti neparni brojevi, a poslednje 4
" cifre su parni brojevi?
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RESENJA:

1 Na osnovu Vietovih pravila je x,-x, =¢ i x, +x, =—p, te iz jednakosti x, +x, = x, - x, sledi
q =—p . Dabi reSenja kvadratne jednacine bila realna, diskriminanta te jednacine mora biti
nenegativna:

p2—4q20<:>p2+4p20<:>p(p+4)20<:>(p£—4v0£p)<:>pe(—oo,—4]u[0,oo)

Zakljudak: reSenja kvadratne jednacine su realni brojevi za (p,q) = {(t, —-t)|te (—oo, —4] U [O, oo)}

2. a) Kakoje 9° = 3>, uvodenjem smene ¢ = 3" dobijamo kvadratnu jednaginu ¢* —8—9 =0, &ija
8+64+36
sureSenja £, = — = {—1,9} . Vra¢anjem smene dobijamo da jednacina 3" =—1

v - v s s ) 2 2 .
nema reenja, a reSenje jednadine 3* =9=3" je x=2.

Zakljudak: resenje jednadine je x =2.

b) Oblast definisanosti funkcije f'suoni x € R za koje je

X +1 x’+1

x#-3A >0nlog
x+3

) >0,
3
odnosno

x’+1 x*+1
>0A
x+3 x+3

xZ-3A

<l1.

2
.. . i .ox"+1
- Kvadratna funkcija x*+1 je pozitivna za sve x te je

>0 x+3>0 x> -3.

x+3
2 2
.X X —x=2 . .
- Kako je <l <0, a nule kvadratne funkcije x> —x—2 su x=—1 i
x+3 x+3
x =2, sledidaje
I
rox-2[+ [+ +
X+3 NEIES
x—x-2
=2 -+

2

e je x_—HS0<:>xe(—oo,—3)U[—l,2].
x+3

Zakljucak: oblast definisanosti funkcije f'su tatke x € [—1, 2].

. . O . . . . a+ a— .
a) Primenom trigonometrijskih identiteta sin ¢ +sin £ = 2sin s cos 5 s i

cos(—a) = cos & na prvi i tre¢i sabirak dobijamo

sinx+sin2x+sin3x=0<sin2x+2sin2xcosx =0 < sin2x(1+2cosx) =0 <

c>(sin2x=0vcosx=—%)c>(2x=k7z,keD vx:2k7zi2Tﬂ,keD).

Zakljucak: reSenja jednacine su
2 2
xe{k%ﬁceﬂ }U{2k7z+Tﬂ|keD}U{2k7z—?ﬂ|keD }
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b) Prvinacin:

Vs T
o Zacosx=0t. x= iE + 2k, k €l uvr$tavanjem dobijamo da x = By + 2k, kel
V4
nisu, a x = 5 + 2k, k €l] jesu reSenja nejednacine.

) V4 V4 .y . :
e Zacosx>0,t.xe (—5 + 2k7r,3 + Zkﬂj,k el , deljenjem nejednacine sa cos x

3

. 1
dobijamo \/§s1nx+cosx<0<:>\/gtgx+l<0<:>tgx<——=——,

NE) 3

aza x € (—%+ 2k7r,% + Zkﬁj ,k €l je poslednja nejednakost taéna kada

xe(—£+2kﬂ,—£+2k7zj,keﬂ .
2 6

3
e Zacosx<0,t.xe [% + 2k7r,77[ + 2k7zj,k el , deljenjem nejednadine sa cos x

B

: 1
dobijamo \/§s1nx+cosx<0<:>\/gtgx+1<0©tgx<——=——,

B3
3z

aza x € (% + 2k7r,7 + Zkﬂj, k €l je poslednja nejednakost ta¢na kada

xE(%+2kﬂ',%+2kﬂ'J,k€D ,odnosnoxe(—%+2kﬂ,—%+2kﬂj,keD .

Zakljuéak: resenja nejednacine su x € [—%Z +2kr, —% + 2k7zj kel
5 11
(Stojeisto Stoix e (?ﬁ + ZkE,Tﬂ + 2k7zj,k el).

L . 3. 1 . T
Drugi nadin: \/§s1nx+cosx<O<:>751nx+5005x<0<:>s1n(g+x)<0<:>

<:>%+xe(—7z+2k7r,2kiz)c>xe(—%+2k7r,—%+2k7rj,keD.

4. Ako domene funkcija f1, f5, f, f4 obelezimo redom sa D( f,), D(f,), D(f;), D(f,), tada je
D(f,)=0"=(0,0), D(f,) =0 \{0} = (-0,0)U(0,0),
D(f;)=U \{0} = (—00,0)UJ(0,0), D(f)=0" \{1} =(0,HU(1,0).
Stoga, eventualno mogu biti jednake samo funkcije 1> i f3. Kako za x > 0 vazi

log, x* =2log, |x| < log, x* = 2log, x i kako su funkcije /> i /; parne, sledi da su i jednake.
Zakljucak: Od datih funkcija, jednake su samo f; i f5.
5 a) AC=A0+0C=A0+AB=m+n,
BC=A0=m,
AE = AD+DE =24A0-ED=2A40- AB=2m—n.
Zakljuak: AC=m+n,BC=m,AE =2m-n.
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b)

1. Po deﬁmcul vektorskog proizvoda, povrsina paralelograma konstrulsanog nad

vektorima a i b je jednaka intenzitetu vektorskog proizvoda vektora a i b, te Koristeci

definiciju i osobine vektorskog proizvoda dobijamo

axb=(p+q)x(2p=q)=6px p=3pxq+2qx p—gxq=

:66—3;><(}—2;><(}—6=—5;x§
x| =|-

Zakljucak: povrsina paralelograma je 15.

B

q|=5|pxq|=3|p||a|sinC (.9 =5~2.3%=15.

2. Vektori su normalni ako i samo ako je njihov skalarni proizvod 0. Kori§¢enjem

definicije i osobina skalarnog proizvoda dobijamo

ab=(3p+q)2p—q)=6pp-3pq+2qp—qq="6|p

B

:15—|;||§||sin(m (;,21))|:15—6-7:15—3\/§¢0.

Zakljucak: Vektori a i b nisu normalni.

Ako je a stranica romba i 4 visina romba koja je naspramna ostrom uglu, tada je —=sina =

te je hz%a.lz 18:P,,=h-a=%a2 dobijamo a =6.

pa-ld =24-pg-9=

>

1
2

Povrsina P obrtnog tela sastoji se od povrsine F,, omotaca valjka visine a i poluprecnika osnove 4, i

dve povrsine P, omotaca prave kupe sa izvodnicom a i poluprecnikom osnove /:

P, =a(Rhr)=a’rm =36,

Zakljuéak: P=P,, +2P, =727.

a) 1,

b) -1, 1,1, i,
¢ -1, 1,

d -1, 1,14,
e -1,

fH -1 i i

n—0 n—©

=21im[+J=2lim U okm
o\ \In® +2n+n el (2 4 2n

+1

2
n

b) Koris¢enjem binomnog obrasca dobijamo

2 =y =| e e T e 0 =
0 1 2 n

P :hﬂa:lazﬂzl&r,

n? +2n +n
) lim(\/n2+2n—n)=lim (\/n2+2n—n)—
‘ Nt +2n+n

=lim

I’l*)OO

n+2n n

n +2n +n

n
0

J1+0+1

H’:H

n
2
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a)

b)

Stacionarne tacke (tacke medu kojima se nalaze tacke ekstremnih vrednosti) su nule prvog
izvoda: f'(x)=3x"-3=3(x-D(x+1)=0< (x,=-1vx, =1).
Kakoje f (x)=6x i f (=1)=—6<0i f (1)=6>0, sledi da u tacki x, = —1 funkcija f ima

lokalni maksimum, a u tacki x, =1 lokalni minimum.

Iz Ae f i Be f sledidaje y, = f(-1)=1i y, = f(2) =1. Kako tangenta treba da je
paralelna seéici koja sadrzi A i B, sledi da je koeficijent pravca k traZene tangente ¢ : y = kx +m
jednak koeficijentu pravca prave AB, dakle
1=
2-(-1)
dodirnoj tacki M (x,, ,) je vrednost prvog izvoda f (x)=3x" —3 funkcije f'u tacki x , teiz

=0, tj. tangenta treba da je paralelna sa x-osom. Koeficijent pravca tangente u

£ (x,)=3x; —3=0 dobijamo x, =—1 ili x, =1 (postoje dve takve tangente). Za x, =1 je
Yo = f(x,) =-3, te uvrStavanjem M (1,—3) u jednacinu tangente dobijamo —3 = m , odnosno
tangentu ¢ : y =—3. Normala grafika funkcije u taéki M (1,-3) je prava koja je normalna na
tangentu u toj tacki. Kako je tangenta paralelna sa x-osom, normala je paralelna sa y-osom, te je
njena jednacina x =1. Na isti na¢in za x, =—1 i odgovorajuc¢e y, =1 dobijamo tangentu y =1

i njenu normalu x =—1.

Zakljudak: Jednacine trazenih tangenti su redom ¢, : y =-3 i ¢, : y =1, a traZzene normale su

redom n,:x=1in,:x=-1.
Neparnih cifara ima 5 (1, 3, 5, 7i 9), kao i parnih (0, 2, 4, 6 i 8), te ke trazeni broj je
(5-4-3)-(5-5-5-5)=37500

Svaki zadatak nosi 6 bodova
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ELEKTROTEHNIKA I RACUNARSTVO; MEHATRONIKA Jjul 2007. godine

Neka je P, povrsinaa O, obim kruga K i neka je AABC jednostrani¢an trougao upisan u krug K.

1. P

Ako je koli¢nik Fk =10, nadi: a) polupreénik » kruga K, b) obim trougla AABC, c) povrsinu
k

trougla AABC

2. Nekaje f:[1 —[J definisana sa f(x)=x3—8x2+5x+14=(x—7)(x2—x—2).Naéi:

a) nule funkcije f,
b) ekstremne vrednosti funkcije f,
¢) interval u kome funkcija f opada,

d) tacku A(xl, J’1) grafika funkcije f sa celobrojnim koordinatama u kojoj je tangenta

grafika paralelna sa pravom y =—16x.

2
-x=2
3. Nekaje f:[1 — [ funkcija definisana sa f(x) = 3/log, xz—x
X tXxX— 12
a) Resiti jednatinu (x) =0,
b) Odrediti oblast definisanosti funkcije f,

¢) Akoje g(x)=2", odrediti funkeiju (/o g)(x)=f(g(x)).

4. Nekaje a=(1,4,-8) ib=(-8,4,1).
a) Dalisetatka A= (1,4, —8) 1B (—8, 4, 1) nalaze u istom oktantu? Odgovor obrazloziti

b) Izradunati intenzitete vektora @ i b i ugao izmedu njih,
¢) IzraCunati povrsinu paralelograma konstruisanog nad vektorima aib ,

d) Izracunaj intenzitet vektora axb ,

e) IzraCunati ugao izmedu vektora ; = ﬁ +ﬁ i & = |B| a- |Zl| b.
a

5. Nekaje f:[J —[] funkcija definisana sa f(x) =2"-4.372,
a) Regiti jednacinu f'(x)=0

b) Nadi skup svih re§enja nejednacine f (x) > 0.
el . v 4 y x-2
¢) Resiti jednacinu Zf(x) = 3 -35.3

6. @) Nad intervalom [0,7] resiti nejednacinu 2 cos(2x) > V2.

b)  Nad intervalom [0, 7] resiti jednacinu 2sin x(sinx+cosx)=1

n(n+1)

2
Dokazatidaje I’ +2° + 3’ +..+n’ =( j za svaki prirodan broj 7.

8. Sve bocne ivice prave, pravilne, trostrane piramide jednake 1 i neka su i uglovi izmedu svake dve
e . T
bocne ivice jednaki —.

a) IzraCunati zapreminu i povrsinu piramide.
b) lzraCunati visinu piramide.
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Akoje z, = —l+i£ 1z, = L ﬁ , odrediti:
2 2 2
a) i, b) Skup {22007 |Z€A}, akojeA={1,zl,ZZ}.
2
10. a) Na koliko nacina se mogu smestiti 3 kuglice razlicite tezine u 5 kutija razli¢ite velicine,

tako da je u svakoj kutiji najvise jedna kuglica i da za svake dve kuglice vazi da je teza
kuglica u veéoj kutiji?

b) Na koliko na¢ina se mogu smestiti £ kuglice razlicite tezine u n >k kutija razlidite
veli¢ine, tako da je u svakoj kutiji najvise jedna kuglica i da za svake dve kuglice vazi da je
trazenakuglica u vecoj kutiji?

Svaki zadatak nosi 6 bodova

RESENJA:
1. P, rr . .2 . Cl\/g . . )
Iz = =0 =10 sledi m Zatim iz gh =r=20ih= sledi @ =20~/3 , pa je obim
» rT
2
trougla ABC jednak 60~/3|. Povriina trougla ABC je a f =(300/3].
2. a) Nule polinoma x* —x—2 su—11i2, te su—1, 2, 7 sve nule funkcije f.

b) f'(x)=3x2—16x+5=0<:>xe{%,5}.Kakoje f"(x)=6x—-16 1 f"(%):—14<0,

£"(5)=14>0, to je maksimum u tacki M (% ,%) , a minimum u tacki N(5,-36).

¢) Funkcija opada u intervalu (%,5).

d) Koeficijent pravca tangente je —16 = f'(x) =3x> —16x+5tj.

3x* —16x+21=0=x e {% , 3} . Dakle, zbog uslova zadataka zadovoljava samo tacka

FERT)

x’—x=2 x’—x=2
x)=0=1lo =0
/) g% X +x=12 X +x=12

2x=10=[x=5]

2_ J— _
x2 x-2 >0<:>(x+1)(x 2)>O
x +x-12 (x+4)(x-3)

=l=>x—x-2=x"+x-12=

b)

Dakle, oblast definisanosti funkcije fje |(—0,-4)U(=1,2)U(3,%)|.

22):_2)(_2 4* -2* -2
og)(x)=3llog, o——— =|3/log, —F——
C) (f g)( ) \/ gi 22x+2x_12 \/ g% 4 +2¥—-12
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e)

b)

Tacke se nalaze u istom oktantu ako su im sve odgovarajuce koordinate istog znaka. Kako su kod

tacaka A 1 B ve¢ prve koordinate razli¢itog znaka, sledi da tacke A i B nisu u istom oktantu.

| | |b| \/12+42+( 8)° —\/( 8’ +4°+1° =9 1uga01zmed]un]1hjezzbog ab=0.

Kako je taj paralelogram kvadrat stranice 9, to je trazena povrsina 81.

Kako je intenzitet vektora axb jednak povrsini paralelograma konstruisanog nad vektorima ai

b to je trazeni intenzitet jednak |Zz X B| =

;z]=ﬁ+%)<|z|a_|a|z)=(§+§><9a_9z):(a+z)(a_z)=a2 ~b*=0,

. — T
pa je |UJ (p,q)=5

x 2 x 2
2°—4.377=0/:3 & 2) (2 =0 21 . z <lx=2].
3 3 3
2*—4-3”>0/:3*>0<:>(§j —[—j >O<:>(§ ( j =2

2(2*‘—4-3“):@} ~35.37% 2 —8.3"2 j ~35.372/:3"2

x+1 2x x 2x X x
ol 8=2 355185 8-92 35:0=9 (zj 18 zj _27
3 3 3 3

)
-5

3x 32r 2

(=% 3% s 2 X 2 X 2 X
S t-2t-3=0< 3 =-1v 3 =3& 3 =3<|x=log,3

3

2cos2x>\/§<:>0052x>%<:>2xe U(—%+2kﬂ,%+2kﬂ')€>

V4 Tr 97w

<Z>)C€U(—%+k7r,%+kﬂ')<:>xe U5 ——;z)U(—— —)U(— U~

kel

Presek ove unije intervala svih reSenja, sa skupom [O, 7[] , je trazeni skup svih reSenja

b

2sinx(sinx+cosx)=1<> 2sinx+2sinxcosx =1<> (1-cos2x)+sin2x =1<sin2x =

cost@er{ZJrk;ﬂkeD}@xe{erk;[|keD}

Sto u preseku sa [O 71'] daje x e {% 5?7[}
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10.

32

Dokaz izvodimo matemati¢kom indukcijom. Direktnom proverom utvrdjujemo da je jednakost tacna

2
1
za n =1. Pretpostavimo da je tatna za: 1’ +2° +3’ +.. .+ &k’ = (@j . Sledi dokaz za k+1:

l3+23+33+...+k3+(k+1)3:(—k(k;l)J +(k+1) _kz(k“):“(k“)

_(k+ (k> +4(k +1)) _(k+ 1 (k +2)° _ (k+D*((k+1D)+1)° _((k+D)((k+1)+1) ?
4 4 4 2
a) Ako bocnu stranu piramide uzmemo za osnovu, tada je to piramida ¢ija osnova je pravougli
trougao Cije katete su jednake 1, a visina piramide je takodje 1, pa je zapremina jednaka

11

1
g 5 1= . Povrsina se sastoji od povrSine tri pravougla trougla i povrsine jednog

(f)f (3+®.

jednakostrani¢nog trougla stranice \/_ pa je povrsina jednaka 3-—

b) Ako sada uzmemo da je osnova piramide jednakostranicni trougao stranice \/5 , tada je

(f)f 1 V3

zapremina piramide Jednaka , odakle je H = =[—].

f 3
3

2 143 -1+ —1+if3 2-i243 1

3
a) — = = . = = _
z, —1-i3 —1-i3 —1+i/3 4 272
b) % 12007 :1
% 2 = (coszTﬂ-ﬂ'sin 2—7[)2007 = os(2007-27”)+isin(2007-2%) =

cos13387 +isinl13387 =1

analogno dobijamo z,”" =1

Dakle, [{z* |z e 4} ={1}].

a) Nekaje {1, 2, 3} skup od tri kuglice od kojih su svake dve razli¢ite tezine i neka je {1, 2, 3, 4, 5}
skup od 5 kutija od kojih su svake dve razlicite veli¢ine. Ako sada u prvoj vrsti napiS§emo
kuglice po tezini, a u drugoj vrsti ispod svake kuglice napiSemo kutiju u koju je smestena, tada
¢e zbog uslova zadatka da je teza kuglica u vecoj kutiji slediti da u drugoj vrsti su brojevi
(kutije) poredjani po velicini tj. svi nacini su:

123123 (123123 (123 (123 123 (123 (123 (123
123 )1 124 ){ 125 ){ 134 )\ 135 ){ 145 )\ 234 )\ 235 )\ 245 )\ 345
Primetimo da su to sve rastuée funkcije troclanog skupa {1, 2, 3} u skup

{1, 2,3, 4,5}, atakodje druga vrsta predstavlja sve troclane podskupove petoclanog skupa {1,
2,3,4,5}, ato jesu sve moguée KOMBINACIJE BEZ PONAVLJANJA OD 5 ELEMENATA

. 5
TRECE KLASE, kojih ima (3} =10

n
b) Na osnovu reSenja pod a) sledi da je resenje [kj .
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1.

10.

FPr
Neka je Px povrsina a Og obim kruga K i neka je ABCD kvadrat upisan u krug K. Ako je O_h = 10, naéi:
K
a) polupre¢nik r kruga K, b) obim kvadrata ABCD. ¢) povrsinu kvadrata ABCD.
Neka je ABC je jednakokrako pravougli trougao Cija je hipotenuza AB = 1¢m. Nad njegovom katetom, kao nad
hipotenuzom, konstruisan je jednakokrako pravougli trougao i tako redom.

a) Dokazati da je dobijeni niz hipotenuza geometrijski niz i na¢i kolicnik niza.
b) Naci 2008. ¢lan geometrijskog niza, ¢) Naci sumu svih ¢lanova niza.

Poslastitarnica pravi pet vrsta kolaca od razlititog vo¢a. Kupac kupuje tri kolata. Naci na koliko razlicitih
nacina mogu da se izaberu tri kolata a) ako su svi kupljeni kolaci razliciti,
b) ako medu kupljenim kolatima moZe da bude istih.

0d kocke ivice 2+ /2 odseteno je 8 rogljeva (piramidica) tako da od svake strane kocke ostane pravilan
osmougao. Naéi zapreminu tako dobijenog tela.

. o n
Neka sud=i+27i i b=in— pi, vektori gde jem = || =2, n=|i| =1, M, i) ==, aprealan parametar.

a) Odrediti p tako da vektori @ i b budu ortogonalni.
b) Ako je p = 2 naci visinu h, paralelograma konstruisanog nad vektorima a i b.

a) Odrediti kompleksan broj z za koji vaZi [z —z=1+2i.  b) Akojez=14iv3, nadi z* i

@al | éa

Neka su x; i x koreni kvadratne jednatine x> +ax — 2 = 0. Odrediti realan parametar « tako da za korene
kvadratne jednatine x i x; vaZi x +x3 = xjx, +7.

Neka je funkcija f definisana sa f(x) =log;(9* —2-3*—4).
a) Naci oblast definisanosti funkcije f(x).
b) Resiti jednacinu f(x) = x,

Neka je funkcija f definisana sa f(x) = sinx +sin2ux.

a) Nacinule funkcije f(x) u intervalu [—m, ).

b) Resiti nejednatinu f(x) < 0 u intervalu [—m, ).

x—1
-1

Neka je je funkcija f definisana sa f(x) =
a) Naci l_in} F(x).
b) Odrediti intervale monotonosti ( rasta i opadanja ) funkcije f

¢) Naci ekstremne vrednosti funkcije f(x).
d) Naci jednacinu tangente grafika funkcije f(x) u tatki A(0,yo).

Svaki zadatak nosi 6 bodova
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RESENJA:

P 2 _ —
1. Iz O_K = ;_:rc = 10 sledi r = 20. Kako je AB = 20+/2, to je obim kvadrata 80+/2, a povrSina 800.
K rm
2. 1 1 1 1 1 1 1 :
TraZeni niz u,,Jel T IS 5 /-, .. odnosno a, = (3)”_ . ne{l,2,3,...},paje
_ 1
a) koli¢nik ¢ = 7
5
b) axos = (\%),00?
1L _ V2 A
O =T iy?
3. a) 123,124,125,134,135,145,234,235,245,345 1j. (3) = 10. Kombinacije bez ponavljania.
b) 111,112,113,114,115,122,123,124,125,133,134,135,144,145,155,222,223,224,225,233,234,235,
244,245,255.333.334.335,344,345.355.444,445 455 555 U (S—H ]) = 35. Kombinacije sa ponavljanjem.
4.
Iz jednacCine = F +x+ 3 F =24 /2 sledi da osnovna ivica x piramidice je x = v/2, a bo¢ne ivice su
jojy= r = 1, pa je zapremina traZenoga telaV = (24+v/2)* —8-1-(§ %) -y = (2+V2)* - %.
a) ab = (im+2i) (i —pi)=4—p-2-1-142.2.1. L —2p. 12=0& p=2.
oL ) Ne
> b) hs |a><b| 4|n><_ﬁur\:4 nem-sing . 122 _5
ad \/m2—|—4mncosg—|—4r12 \/224—4-2‘1-%—{—4‘13Z
6. a) [zl —z=14+2i= VX 4+y—x—iy=14+2i= 2_x=1A—-y=2%& r:%x\y:—l
= Z 2.’FF 2 l —
b) (14 iv/3)%0 = (2¢11)60 = 26041360 — 260,20 _ 760 é = ¥ = _(—1+iV3)
. 2e7'3 2
7. ) ~
,r% —|—x% =xin+7e (40 =3xxn+T7<d=3-(2)+T=a==*l.
8. axeD(f) & (3P =23 4503 € (—o0,1 - \/5)U(1+/5,%) &
< 3> 14+V5< x >logs(1+ \/5).
b) fx) =x &9 2.3 4=3F& (32 3.3 4=03F=1V3¥=4cx=log
9 a) sinx 4 sin2x = 0 & sinx(1 +2cosx) = 0 & siny =0V cosy = —1 & x = knVx =+ 4 2Un.
' Kako je k ceobroj tj. k € {...—3,-2, —1 0 l ,2,3,...}, toodsvih 0\1h1esenjamte1wlu [—m, 7]
pripadaju samo elementi skupa {—m, — ¢ ,T}.
b) Funkcija f neprekidna, te ona menja znak prolaskom kroz svaku svoju nulu. Funkcije f u tatki §
je f(Z) =sinZ4sinZE =L 1 3350, tosledi daje f(x) <0< x e (—2£0)U(E,m).
10, a) llm* “ = llm;ﬁ:—:q =2,

34

! _fxt=lys (P —1) =3 (2P —1) _ x(2xi o237 —3x) _ —x(at2
b) f'(x) = (EL_I) D = e = u3+x+l . Odavde sledi f raste akko

f'(x) >0< x € (—2,0) i f opada akko f'(x) < 0 < x € (—ee, —2) U (0,1)U(1,00).
¢) Kako je f/(0) = f/(—2) = 0ina osnovu intervala monotonosti funkcije f, sledi da je u tacki A(0, 1)
maksimum i tacki B(—2,—%) minimum.

d) U tacki A(0,1) je ekstrem grafika funkcije f, te je tangenta u tacki A(0,1) paralelna sa .x osom tj.
njena jednacina je y = 1.
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10.

a) Regiti jednacinu Iug4(12 2P 464)=x.

b) Resiti nejednacinu log (xﬁ —-6)< L
- p 4

Pravougli trapez je opisan oko kruga polupre¢nika 2, a jedna osnovica trapeza je za 50% veca od tog poluprecnika. Izratu-
nati povrsinu P tog trapeza.

Na koliko razli¢itih na¢ina Vlada, Aca i Mila mogu podeliti 5 knjiga, pri cemu moZe da se desi da neko nije dobio nijednu
knjigu ako se:

a) knjige razlikuju
b) knjige ne razlikuju.
Bocne ivice prave pravilne Cetvorostrane piramide su jednake 1. a ivica njene kvadratne osnove jednaka je x.
a) Odrediti zapreminu V (x) te piramide u zavisnosti od x.
b) Odrediti za koje x; funkcija W(x) ima maksimum, ako je W(x) = 18V2(x).
¢) Dalije i zapremina V(x) maksimalna za tu istu vrednost x, 7 Ako jeste izraCunati V., =V (x, ).
Nekajed=8i+ j+4k, b=2{+ 10+ 11k i¢=6/—9]—7Tk, gde su i, j, k jedini¢ni medusobno normalni vektori.
a) lzraCunati intenzitete vektora @i b.
b) Izratunati kosinus ugla y izmedu vektora @i & i ispitati da li je gy < 60° ili je y > 60° ili je y = 60°.
¢) razloZiti vektor € u pravcu vektora @ i b tj. napisati ga u obliku ¢ = o + pb. gde su o i B neki realni brojevi.
Neka je z =1 + 7 kompleksni broj. Tzracunati:

a) modul od z (.

Zl|.

b) argument od z j. argz.
PR . - - ! - . . .
¢) realni i imaginarni deo broja Z2009 1. R,(z‘wq) i 1,”(2,-00[’],
- . - . - - [ xt . P . . . - - - .
Najvece reSenje by jednacine \/ ‘,:]q =1 je prvi ¢lan geometrijskoga niza, a by = 81 je Cetvrli ¢lan toga istoga geomelri-
jskoga niza.

a) IzraCunati zbir prvih » ¢lanova toga niza, S, = b +---+ b,,.

AT a1 1 5
b) IzraCunati J!l‘llﬁ,

.. . Lo 7 - . . .
Naci sve realne vrednosti parametra m za koje je mx~ —4x+3m+ 1 > 0 za svaki realni broj x.

Neka je funkcija f(x) definisana sa f(x) =5 — 6sin2x —cos4x.
a) Nadi nule funkcije f(x).
b) Resiti nejednacinu f(x) = 0.

2 +Tx+10

Neka je funkcija f(x) definisana sa f(x) =
: : x+1

a) Naci lim £, lim (f(x) —x) i nule funkcije f(x).
X—sem X—seo
b) Nadi tacke u kojima je f'(x) = 01i odrediti intervale u kojima funkcija f(x) raste tj. gde je f'(x) = 0.
¢) Da li usvim tatkama u kojima je f’'(x) = 0 funkcija f(x) ima ekstremne vrednosti?
d) Nadi jednaCinu tangente ¢ grafika funkcije f(x) utacki A(—2,y0).

Svaki zadatak nosi 6 bodova
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RESENJA:

36

a) log, (122" 4+64)=x = 12-2"+64 =4 = 47— 12.2" — 64 =0. Uvodenjem smene ¢ = 2* dobija se 1t 1w 64 =
l=s2=16v2=—d= 2 =16=x=4.

b) Nejednatina je definisana za x € (v/6,e0). log, (x> —6) < 1 & x> — 6 < x, tj. x> —x— 6 < 0 Tije je redenje x € (—2,3)
§to u preseku sa x € (v/6,00) daje x  (v6,3).

Na slici je prikazan izgled zadatog trapeza. 1z trougla EBC primenom Pitagorine teoreme dobijamo
2 2 2 : Fona nOvIEing e P — 4tb
(x+1)"=4"4+(x—1)" = 4x =16 < x = 4. Trazena povrSina je P = ”JFT h= 5;3 .4 =18.
o2 1 C
1

]
2 / \r
A F x=18

a) Broj nacina na koji se knjige mogu podeliti ako se razlikuju predstavlja broj varijacija sa ponavljanjem pete klase od
. R .
3 elementa i iznosi Vs = 33 =243,

Broj nacina na koji se knjige mogu podeliti ako se ne razlikuju predstavlja broj per-
O OO OO mutacija od 7 elemenata od kojih je 5 istih i 2 ista i iznosi P5s2(7) = % =2I.
a) Potrebno je odrediti visinu H zadate piramide. Primenom Pitagorine teoreme dobija se da

o= J1-(22) = 1-2 e _
je H 1 g -5, xe [~ V2,7/2]. Zapremina posmatrane piramide je V =

b) W(x) = 18V2(x) = 185 (1 — 5) = 2x* — x5, W'(x) = 8x* —6x°, paje W/(x) = 0> 263 (4 —
A =0 (x=0Vx= 2‘ By = 243 3) Kako je x ivica osnove piramide to mora biti x > (.
W (x) = 24x2 — 30x*, pa_]u W”(z‘ ) < 01 funkcija W(x) ima maksimum u tacki x; = 2§/§_

¢) Funkcija V(x) je pozitivna, funkcije V(x) i W (x) su neprekidne te V (x) i W (x) 1slovrunum rastu i opadaju §to znaci da
—V ( ) 43
max — - 27 -

moraju imati ekstrem u istoj tacki. Zapremina V (x) je maksimalna za istu vrednost x; =

a)m=v$+ﬂ+£=¢§=wm\vﬂ+mu4 =225
b >

—_—

Kako je d
intervalu (0,7) ln_ic W< 607,
c) (6,-9,-7)=0o(8,1,4)+P(2,10,11) & (6 =80+ 2p A 9 =0+ 10/ =T =4da+ 11 a=11A5=—1, 1.

=9i |b\ = 1510 je cosy = == % Kako je cos60” = % i funkcija cosx je opadajuca na

t=a-b
a) |z|= V2.
b) argz = 7.
) 2299 = (1420 = ((1+)2)19%. (14+0) = (2010 (144) =219 451 (1 44) = 2104 (1 44).

N
22
RF(ZEOOO) — ”!(ZEOOO) — 21004

e - S - - 2
a) Jednatina je definisana za ;if; 0. x> 1L /&t =1 & ;i*'; =1ls r: LA =0’ Sxt+6=0s (x=
2 x=3). pa je prvi ¢lan geometrijskoga niza b, jednak by = 3. Kako je b; = % aby= 8] radi se o geometrijskom
. — - - - - - - - ”_
nizu b, = 3" n € N. Zbir prvih n ¢lanova niza geometrijskoga niza b, je S, = 37’1 ]1 = ; —1).
3an
. s . 3 3 3n_ 3
by Jim gy = lim 25 = 3 lim =3,
. - . bl - . ~ ~ . . .
Posmatrajmo funkciju y = mx= — 4x 4 3m+ 1. Da bi grafik ove funkcije bila parabola sa otvorom okrenutim
nagore potrebno je da bude m > 0. Kako je D = (— 4)2 dm(3m+1)isobziromdaje D=0zam = —%,mg =1, loje

D<0zame (—o ——) (I,00). Prema tome y > 0 za svako x € R ako je m € (1,00).



10.

a) f(x)=5—06sin2x —cosdx = 5 — 6sin 2x — (cos? 2x — sin® 2x) = 5 — 6sin2x — (1 — sin® 2x — sin® 2x) = 4 — 6sin2x +
2sin® 2x, Uvodenjem smene # = sin2x dobija se jednatina 2t — 61 +4 =0 j. t> — 3t +-2 = 0 ija su reenjar = 1Vt =
2, §to daje sin 2x = 1 Vsin2x = 2. Jednacina sin2x = 2 nemaresenja. asin2x = 1 < 2x = % +2Akn=x= % +km,k € Z.

b) Da bi nejednacina f(x) = 0 bila zadovoljena potrebno je da vazi sin2x ¢ (1,2), ato vaZiza sve x € .

s S g 2T 10 . LN — i Brl0
a) _rh_'.]l = *hmi—*]‘m}l(ﬂx} x)frll_l.]l T =6,

Y—oa  XTHX

flx)=0=x2+7x+10=0% (x=—2Vx=—3).

(24T 10) (x4 1) — (24 T+ 10) (x+ 1) _ 24203 . . .
b) f’(}c]:lr r+10)"(x (r)+1l)3 A1)+ 1) (:rfj 7f’(r)=0@.\."2+2x73=0@(.t=73'»f.v=]),

f1x) > 05 x e (—oo,—3)U(l,0),

¢) Kako vaZzii f'(x) < 0= x = (=3, —1)U(—1.1), i kako je funkcija f(x) neprekidna na celoj oblasti definisanosti

D=R"{—1} to funkcija f(x) u tacki x; = —3 ima maksimum a u tacki x = I ima minimum.
d) Zaxo= —2je yo = flx0) =01 f'(—2) = —3. Jednatina tangente  glasiz: y—0= —3(x+2) < y= —3x—6.
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1-2x 2
— - <—.
x"=5x+6 5
2. Rediti jednacinu: log, (2" +2)=3—x.

1.  Resiti nejednacinu:

e . . X
3. Resiti jednaéinu: cosx + smE +2=0.

4. Dokazati da za svako n € N vazi:
1 1 1 n
—+ ot = :
1-7 7-13 (6n—-5)-(bn+1) o6n+1

Neka su x;1 x,reSenja jednacine: x% +5(2m —3)x + 6(m —1) = 0. Odrediti parametar m tako

X1
L+
X, x 6

. x, 13

de je : 2 -

6.  Datisubrojevi a=-61 b=48. Odrediti brojeve x i y, a<x<y<b, tako da a,x,y €ine aritmeticku
a x,y,b geometrijsku progresiju.

7. Pun ugao je podeljen na tri dela (ugla) koji se odnose kao 2:3:4. Za koliko je stepeni drugi deo
vec¢i od prvog, a za koliko je tre¢i veéi od drugog? Za koliko procenata je drugi deo veci od
prvog, a za koliko je treéi veci od drugog?

8. Ako je povriina kruga upisanog u romb jednaka 127, a jedan ugao romba je 60°, izradunati
dijagonale romba.

9.  Prava pravilna Sestostrana piramida osnovne ivice a=6 1 boCne ivice s=10 presecena je
ravni koja prolazi kroz sredinu visine a paralelna je ravni osnove. Izracunati povrsinu dobijene
zarubljene piramide.

10. Neka su P,Q,R S redom sredine stranica AB,BC,CD i DA proizvoljnog Eetvorougla ABCD i
neka je AB=p,BC=q i CD=r. Ako je {M}z PRNQS, izraziti vektor AM u

> 5 o>
zavisnosti od vektora p,q1r .

Svaki zadatak nosi 6 bodova.

RESENJE
2
- #<gc>25_¢—2<0<:>#<0:>xe(—oo,2)u(3,oo).
x°=5x+6 5 x"-5x+6 x°=5x+6
2. Data jednacina je definisana za svako x .
log,(2"+2)=3-x<2"+2=2"" < (2")’ +2:2"-8=0=x=1 je relenje date
jednacine.

3. cosx+sin%+2=0<:>1—2sin2§+sin%+2=0<:>

o 2(sin§—%)(sin%+l) —0=>xe{(dk—-Nr:keZ)
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4.  Da data jednakost vazi za svaki prirodan broj n dokaza¢emo koriste¢i princip matematicke
indukcije. Za n =1 data jednakost vazi, jer je

L

17 6+1

Pretpostavimo da data jednakost vazi za n =k , tj.
1 1 1 k

—+ ot = :
1.7 7-13 (6k —5)-(6k+1) 6k +1

Dokazacemo da data jednakost vaziiza n =k + 1

L+ 1 +..+ 1 + ! =
1.7 7-13 (6k —5)-(6k+1)  (6(k+1)=5)-(6(k+1)+1)
_k N 1 k+1
6k+1 (6k+1)-(6k+7) 6k+7

Dakle, na osnovu principa matemati¢ke indukcije data jednakost vazi za svaki prirodan broj 7.

s, S m 1B oxi4x 13 (atx)t 13
x, x 6 X, X, 6 X, X, 6
(-52m-3))* 25

T odm? -13m+10=0=>me 2,2 (Primetimo da je m#1. 1z
6(m—1) 6 4

m =1 sledilo bi da su reSenja x, =0,x, =35, tj. da data jednakost nije definisana).

6. Iz Cinjenice da su a,x,b ¢lanovi aritmeticke progresije sledi da je

+ -6
L8ty _y

> . Iz &injenice da su x,y,b ¢&lanovi geometrijske progresije sledi da je

2
Y =xb=x= 1_8 . ReSavaju¢i dati sistem jednacina dobija se daje x =3;y =12.
7. Oznacimo uglove sa a,f,y. Iz uslova
oa=2x,B=3x;,y=4x;0+B+y=2n=>x=40° =>a=80°,p=120°,y=160° =

=>B-a=40°,y-p=40° .Ugao B je vetiodugla o za 50% augao y od ugla o za

100
% .
3
8. Oznaimo sa r poluprecnik upisanog kruga, h visinu romba, a sa d,,d, dijagonale

romba.r2ﬂ=12ﬂ:>r=2\/§;h =2r=4\/§;a=< DAB=60° . Dakle, trougao ABD je

jednakostraniGan. Sledi da je d, = BD=AB = 2 =8,d, =AC=2h= 83

V3

9. VA :VA=AB,:AB=VO,:VO=1:2=a,=A4B, =3/rs,=5.
a—a 3 91
l= 5 ! =5:>h=\lslz—12 =g.

2 2
P=B+B +M =62 f+6a143+6a;a1h:%(45ﬁ+9@).

AX/[ :A73 +PX/[ . Kako je PQRS paralelogram (PQ i RS su paralelne i podudarne kao
srednje linije trouglova ABC i CDA) to sledi da je

10 AM = AP+ % PR = % AB+ % (PB+ BC+CR) = %(AB+ % AB+ BC+ % CD)=

=%(3p+2q+ r).
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x? —|x|—12 .

1.  Resiti nejednadinu: ———— > 2x.

x=3

2. U jednagini mx” +3x—(4m—6)=0 odrediti parametar m tako da jednagina ima korene x1 x,
razligitog znaka za koje je X, + x5 =5.

3. Resiti nejednacinu : 47 —5.2"% <6.

4. Nadi x e [0,7[) tako da je sin? x+sin’ 2x +sin’ 3x+sin’4x=2.

5. Dokazati da za svako n € N vazi:

1 1 1 n+1
—t——+..+ = .
1-3 3.5 (2n+1)-2n+3) 2n+3

6. Rediti sistem: log, 2x —2log, y =14 (log, x)log, (3y> —x)=1.

7. Prvi, tre¢i i sedmi ¢lan aritmetickog niza ¢ine prva tri ¢lana geometrijskog niza. Naéi koli¢nik
geometrijskog niza. Koje mesto u aritmetickom nizu zauzima Cetvrti ¢lan geometrijskog niza?

8. U krug poluprecnika 9 ¢m upisan je cetvorougao ABCD sa normalnim dijagonalama, koje se seku u
tacki S. Rastojanja dijagonala od centra kruga O su 3cm i 7cm. Izracunati povrSinu ¢etvorougla ABCD
i odnos u kome tacka S deli duzu dijagonalu BD.

9.  Poprecni presek kanala je jednakokraki trapez sa osnovicama a=10cm (gornji deo kanala), b=4cm
(dno kanala) i krakom c¢=5cm. Kopanje kanala je trajalo 6 dana i svakog dana je iskopano /00m
duzine. Kolika je zapremina iskopane zemlje i1 koliko dana bi trajalo kopanje da je svakog dana
iskopano /20m duzine ?

10. Neka je S sredina stranice CD paralelograma ABCD, a O presek dijagonala AC i BD.

- > o - - - >
a) Akoje BO = p,BC = q , izraziti vektor AS preko vektora pigq ;
b) Akoje A(1,0,-2), B(3,-1,5), C(0,2,0), odrediti koordinate tacke S.
Svaki zadatak nosi 6 bodova.
RESENJA:
1. Za x>0 vaz
2
x°—|x—12 xP—x-12 —x>+5x-12
¢22x<:>——2x20<:>—203xe[0,3);
x-3 x=3 x-3
Za x <0 vazi
2
x° =y —12 P+x-12 —x*+7x-12
M2 e B2 o AT 2 0 (0
x-3 x-3 x-3
Dakle, skup resenja polazne jednacine je skup (— 00,3).
3 —(4m—-6
2. xl+xi=5o(x +x,) -2xx, =5 (_Zj —2%—5 S me {1,3}. Iz uslova
4m—6
XX, =— =2 <0 sledi da je reSenje m =3.
m
3.0 4752077 <6 (2 —5.27 - 24<027 e (-38) =22 = 2" € (08) & x e (~03).
4
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l1-cos2x 1-—cos4x 1-cos6x
+ +
2 2 2

sin® x +sin’ 2x+sin’3x +sin’4x =2 <

1—cos8x . . .
+———=2<>4cosx-cos2x-cosS5x=0. S obzirom da se traZe reSenja nad intervalom

. RIS 7 7 3r n Tr 3x 97
[0,71') to je skup resenja daje jednacine —,—,—,—,—,—,— .
10 4 10 2 10 4 10



10.

Da data jednakost vazi za svaki prirodan broj n dokazazemo koristeci princip matematicke indukcije.
Za n =1 data jednakost vazi, jer je

1 1+1 2

|
1.3 3.5 2.143 5

. . . 1 1 1 k+1
Pretpostavimo da data jednakost vaziza n =k, tj. —+——+...+ = .
-3 3-5 k+1)-2k+3) 2k+3

Dokazacemo da data jednakost vaziiza n=4k +1
1 1 1 1

—+ +...+ + =
1-3 3.5 k+1)-(2k+3)  (2k+3)-(2k+5)
B 1 N k+1  k+2
Rk +3)-2k+5) 2k+3 2k+5

Dakle, na osnovu principa matematicke indukcije data jednakost vazi za svaki prirodan broj 7.

Dati sistem je definisan za x € (O,l) ) (1, oo); ye (0, oo).

2
log, 2x —2log, y=1<log, 2x—10g2y=1<:>—x=2©x=y.
Y

(log, x)log . (3y° —x)=1<log (3y* —x) = =log 43y’ —x=4. Sledi da je

N 4 4
reSenje sistema (x, y)z 3°3)

Za aritmeticki niz {an} imamo da je

0g, X

a; =a,-a; < (a,+2d)’ =a,-(a, +6d) < a, = 2d .Za geometrijski niz {b,} se dobija da je
b, _a; _4d _

Ta,

2.b, =bq’ = a, +(n—1)d =8a, :>n=1+7=15.

_ 2 7
1= "4, 2d

Neka je O, normalna projekcija centra kruga O na dijagonalu BD datog ¢etvorougla, a O, normalna
projekcija centra kruga O na dijagonalu AC datog Cetverougla. Sledi da je
BD =20,B =29 -3% =6:2cm,

AC=20,4=9* 7% =42cm. Dakle, P,,., :flc%z%cm?, a
DS:SB=(6v2 - T)+: (682 + 7).

Oznacimo sa 4 dubinu kanala ( visina jednakokrakog trapeza).

2
h= cz—(“;b] = 4m; BzﬂBCD=¥h=28m2; H =6-100 = 600m;

H
Zapremina je V = BH =28-600 =16800m” ; a trazeni broj dananje n=——=15

120
a) AS:AD+DS=q+%DC=q+%(DB+BC)=%(3q—2p).
b) OS=%(OC+OD)=%(OA+2OC—OB)=
=(1+0_3,0+4+1,_2+0_5):(—1,2,—1). Dakle , tacka S(—l,é,—z).
2 2 2 272 27 2
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—2x” +8x-2 <
x-3

2. U jednatini x> —=2(m+1)x+4m+2 =0 odrediti vrednost parametra m tako da zbir reSenja date
jednacine bude jednak zbiru njihovih kvadrata.

3. Reiiti jednaginu: 9" —2.3"" -3 =0.
Resiti jednadinu 3logx3 8l1-4logy x=-2,x>0,x=1.

—3x.

1. Nacdi reSenja nejednacine:

7
5. Resiti jednacinu 2 -3 COS(E +X) =cos2x.

6.  Date su tatke A(3,1); B(3,5) . Odrediti tacku C u kojoj simetrala duzi AB see y osu, a zatim napisati
jednacinu kruZnice sa centrom u tacki C koja prolazi kroz tacke 4 i B.

7. Oko kruga poluprecnika 2¢cm opisan je jednakokraki trapez povrSine 20cm’. Naéi stranice tog
trapeza.

8.  Data je kocka ABCDA,B,C,D, zapremine 64cm’. Ako je S sredina ivice 4 D, odrediti povrsinu
piramide ABCDS.

Peti ¢lan aritmeti¢kog niza je /4, a razlika osmog i treCeg ¢lana je /5. Odrediti prvi ¢lan niza i
razliku. Koliko ¢lanova ovog niza treba sabrati da bi zbir iznosio 26?

2 n
10. U razvoju binoma (—2+\/;j , zbir binomnih koeficijenata prva tri ¢lana je 29. Odrediti n i
x

izracunati drugi ¢lan u razvoju binoma.

Svaki zadatak nosi 6 bodova.

RESENJA:
1. Data nejednacina je definisana za x #3 ;
- 2x1tix -2 < 3y = 2x% + 8xx—_23+ 3x% —9x <0
X ox-2 <0=xe(-w-1]ul23)
2. Nekasu x;i x, reSenja date jednaCine.

2 2 2
X +x,=x +x, < (X +x,) -2xx, =X, +x, &

1
Sdm+1)° =2(dm+2)=2(m+1) < 2m” —m—]zO@me{——,]}

2
3. 97 -2.3"-3=03")"-6-3"-27=0. Ako stavimo 3*=¢ dobijamo kvadratnu
jednatinu ¢> —6t—27=0 sa reSenjima t, =-3,¢t, =9. Jedna¢ina 3" =-3 nema reSenja.

3" =9 < x =2. Dakle, skup reSenja date jednadine je {2}

4. 3log381—4log9x:—2<:>3;3—410g9x:—2<:>
* log., x
= 3; —4log,x=-2< - —4log, x =-2. Ako stavimo log, x =7 dobijamo
3 log, x
3-—log, x 0
2
kvadratnu jednacinu 2¢° —f—1=0 sare$enjima ¢, = —%,tz =1.

1 1 1
log, x = Y Sx= g;log9 x=1< x=9. Dakle, skup reSenja date jednacine je {E ,9} .
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10.

V4 .

2—3cos(3+x)=cos2x©2+3smx=cos2x<:>

&2+ 3sinx=1-2sin’ x < 2sin’ x + 3sinx + 1=0. Ako stavimo sinx = ¢ dobijamo
2

kvadratnu jednaginu 2¢” +31+1=0 ga regenjima

tlz—l,tzz—l. sinx=—l<:>xe T i dknikeZbu —5—”+2I7Z'ZI€Z .
2 2 6 6

sinxz—l@xe{%+2mﬁ:m62}.

Dakle, skup resenja date jednacine je
{—%+2k7r:keZ}u{—%+2l7z:leZ}u{37”+2m7$:m62}.

Oznadimo sa k, i k, koeficijente pravca prave 4B i simetrale s duzi AB, respektivno. Tada je

k, = % 21 k,= _ki = —% . Sredina S duzi 4B ima koordinate S(4,3) . Jednacina simetrale s je

- 1

1 1
prava y—3= _E(X —4), odnosno prava y = —Ex +5. Kako tacka C(0,y,) pripada simetrali s

sledi da je y, =5, odnosno C(0,5). Kako je r = |AC| = \/(0 —3)* +(5-1)* =5 polupre¢nik date

kruZnice, sledi da je jednacina traZene kruznice x° +(y —5)° =25.

Iz P:a+b

h=20,h=2r=4 sledi da je a+b=10.Kako je Cetvorougao tangentni to je

2
a+b=2c=c=5.1z ¢* :h2+(aTj sledidaje a—b=6.Sadaiz a+b=10ia-b=6
sledi da je a=81b=2.

ah,

V=a'=64=a=4B=a’=>B=16. hy=a=4= P, =7=8.

2
h
hy = AS = a2+(%j =25 = Py =2 =443

h
hy =SS, :AIB:4\/3:>PABCS:a73:8\/§
P=B+Py s+ 2P g5 + Pyes =8(3+/5++2)

as;=a;,+4d=14;a3 —a;=(a;,+7d)—(a,+2d)=5d =15= = d =3;a,=14-4d = 2.

S, :§(2a1+(n_])d):24:>3n2 +n-52=0=>n=4

(an{n}L[nJ:HnJrn(n—_l):w:n=7.
0 1 2 2

1 23

7 7-1 ol Ei!
Tz:( J[izj (Wx)=720x T 2 g4y 2

1 X
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3
=27 +3 -3
1. Dat je racionalni algebarski izraz: R(n) _n |2 + " -2, neN,n#3.
5n—15 \n-3 n+3
a) Uprostiti dati izraz,
b) Naé lim R(n)
2
+2x+9
2. Rediti nejednadine: X rArTI o -3.
x—1
3. Regiti jednaGinu: 5% —3.5° =2,
2 1
4. Resiti sistem jednagina: log(x +5)° + =-2, 10g4(x + 5)2 +log,—=4.

log_ 3

v

5 Resiti jednadinu: 3cosx — 2sin’x=0.

n(n+1)(4n—1)
6

7. Brojevi a<b<c su prva tri ¢lana aritmetickog niza. Ako broj a pove¢amo za 8, dobijamo prva tri ¢lana
geometrijskog niza. Ako je zbir ova tri ¢lana dobijenog geometrijskog niza 26, odrediti brojeve
a bic.

8. Nekasua=3ib=2redom duzine ivica donje i gornje osnove prave pravilne ¢etvorostrane zarubljene

piramide ABCDA B,C,D, . Ako je a=45" ugao izmedu bocne ivice s 1 donje osnove ABCD
naci povrSinu piramide.
9.  Data su temena A(0,0,0), B(1,0,0), C(1,1,0), D(0,1,0), A,(0,0,1), B,(1,0,1), C,(1,1,1),D,(0,1,1),
kocke ABCDA,B,C\D,
a) Ako je tacka M presek dijagonala kvadrata 4, B,C,D, , a N presek dijagonala kvadrata
BCC,B , pokazati da su vektori MN i m kolinearni.

b) Odrediti ugao izmedu vektora BA, 1 BC,

6. Dokazati da za svako ne N vazi 1-l+2-3+...+n(2n-1)=

10. Naéi jednagine tangente i normalne kruznice x* + y* +4y—21=0 u tecki (4, Yo ), Yo >0 koja joj
pripada.
Svaki zadatak nosi 6 bodova.

RESENJA:
(n=3)n* +3n+9) (n+3) +(n-3)* —2(n* -9)
1. R(n): .
5(11—3) (n—3)(n+3)
2 2 2
a) =l(n2+3n+9)~n +6n+9+n 2—6n+9—2n +18
5 n° -9
zﬁ.n2+3n+9
5 n’> -9
143149 1
B lim R(n) = im0 36 L T 36 143-049-0_36
n—>0 n—»0 5 n2—9 5 n—» 1_9i 5 1—90 5
2
n
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2.

Polazna nejednakost je ekvivalentna sa

x2+2x+9+3so®x2+5x+6go<:>f(x):(x+2)(x+3)£0
x—1 x—1 x—1
(—oc,—=3) | (-3,-2) | (-2,1) | (1, 4+oc)
r+ 2 - - + +
r+3 - + + +
r—1 - - - +
flx) > + > +

Poslednju nejednakost reSavamo pomocu tabele 1 dobijama da je x € (— oo,—3]u [— 2,1)

1

1
Uvodenjem smene 5" =¢,t > 0 eksponencijalna jednacina se svodi na je dnacinu gt -75-=2,
t

tj.na t* — 10t — 375 =,0 &ija su reSenja ¢, = 25¢, = —15. Zbog r>0 redenje ¢, se odbacuje, a iz

t, =25=5" =5"sledida je x = 2 jedino resenje polazne jednagine.

Resenje mora da zadovolji uslov x+5>0,y >0,y #1. Sistem se primenom pravila
logaritmovanja svodi na ekvivalentni sistem

3log2(x + 5)+ 2log, y =-2, log, (x + 5)—%105;3 y=4,

koja se smenama log, (x + 5) =1,log, y = s svodi na sistem linearnih jedn¢ina
3t+2s=-2 t—%s =4,

Cije je resenje (¢,s) = (2,—4).Dakle :

t=2clog,(x+5)=2=x+5=2" & x=—1, s:—4<:>10g3y:—4<:>10g3y:34:%

b

1
pa je konacno reSenje sistema (x, y) = [— 1, aj .

3cosx—2sin*x=0<>3cosx—2(1—cos’x)=0<> 2cos’ x+3cosx—2=0

<:>cosx:E Vv cosx:-2<:>cosx:% <:>x:i£+2k7r, kel.
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Oznacimo sa T’ (n), n € N dato tvrdenje. Dokaz sprovodimo indukcijom. Za n=1 je

1-(2-1—1)=wcﬂ

Predpostavimo da je

ta¢no 1 dokazimo
T(k+1): 114234 +k(2k—1)+ (k +1)2k +1)= (k+1)(k+62)(4k+3).

Dodavanjem (k+1)(2k+1) i levoj i desnoj strani jednakosti 7(k), dobija se:

1-1+2-3+..k(2k—1)+(k+1)(2k+1)=k(l”l)é‘”‘_l)+(k+1)(2k+1)=]‘6”[k(4k—1)+6(2k+1)]=

k6+1(4k2 +11k+6):k6+14(k+2)(k+ij:(k+1)(k+62)(4k+3)’

¢ime je tvrdenje dokazano.

Brojevi a,b,c su uzastopni elementi aritmetickog niza, pa mozemo napisati da je b=a+d i c=a+2d.
Brojevi a+8, a+dia+2d suuzastopni elementi geometrijskog niza, odakle sledi da je
(a+d) =(a+8)a+2d),
a njihov zbir je 26, te imamo
a+8+a+d+a+2d=26=3a+3d=18<d=6-a
Uvrstavanjem ovog rezultata u predhodnu jednacinu dobija se:
6’ =(a+12-2a)(a+8)=a’-4a-60=0=a=10 v a=-6

Resenje a=10 odbacujemo buduci da iz njega sledi da je d=-4 , §to protivre¢i uslovu da brojevi a,b
i ¢ prestavljaju uzastopne elemente rastuceg aritmetickog niza, tako da je jedino zadovoljavajuce
reSenje a=-6, d=12, odakle su trazeni brojevi a=-6, b=6, c=18.

Trougao AA| A, je jednakokrako pravougli, pa je A4, = H te iz jednakokrakog trapeza ACC, A,

imamo
2H+b\/§:a\/§<:>H:% (a—b):g

Poprecni presek piramide je jednakokraki trapez PORS Cije su osnovice a i b, krak visina bocne

2
2 2

strane 4, a visina jednaka H. Stogaje h = (

a+b

h=13+53

Povrina piramide je P=B, +B, + M =a’ +b” +4-



10.

a) M sredinaAC, =M %,%,1 N sredina BC, :N(l,%,%)

IV O U AU
22 22 2 2

4B=(1-0,0-0,0-1)=(1,0,-1)

Dakle, 48 =2MN, pasu 4B 1 MN kolinearni.
Napomena: Duz MN je srednja linija trougla C 4B
paje MN”AIB, o

odnosno vektori A, B1 MN kolinearni

— = BA -BC, ~1)-0+0-1+1-1
0 (BAI, BCl)zarccosM:arccos ) :arccosl:%.

|B4,||BC, | JE 40742074

I natin. Jednagina kruZnice se moZe napisati u obliku x> + (y + 2)2 =25

iz kog se vidi da na kruznici imamo dve tacke sa x-koordinatom 4: (4,1) i (4,-5), od kojih samo prva

zadovoljava uslov y, > 0. Dakle, jednacinu tangente

y=y, =k (x—x,) inormale y—y, =k, (x—x,) trazimo u tacki (x,,,)=(4,1).

Eksplicitni oblik jednaine date kruznice je y = —2++/25—x> . Prviizvodje y' = ——x2 pa
25-x

4
je k, = y'(4)= —g. Prema tome jednacina tangente je

y—lz—i(x—4) = y=—§x+?.

1
Kako je k, = —k—, jednacina normale je
t

y—l=%(x—4) = y=%x—2.

II nacin. Jednacina prave koja prolazi kroz tacku (4,1) je y = k(x - 4)+ 1. Zamenivsi y u jednadinu
kruznice dobijamo da je

2 + (k(x—4)+1) +4(k(x —4)+1)=21= 0 < (1+ &> e + (6k — 8% Jr + 16k — 24k —16 =0

Da bi posmatrana prava bila tangenta kruznice dovoljno je da diskriminanta poslednje kvadratne
jednacine po x bude jednaka nuli, tj.

4

D=(6k—8k>) —4(1+ k> J16k> — 24k —16)=0 < 3k +4)’ =0 = k =3

Dakle, jednacina trazene tangente je

yz—i(x—4)+l = y=—§x+?

odnosno normale

y=%(x—4)+1 = y=%x—2

47



SAOBRACAJ I GRAPEVINARSTVO jul 2006. godine

1.

10.

48

3 43 2 402

a —b a”—-b

Dat je izraz [(a,b) = - +a
! (@,) a’* —b? a—->b

a) Uprostiti dati izraz.
b) IzraCunati vrednosti datog izrazaza a =1—-i, b=2.
2x> —5x+5
x* -1
a) Resiti nejednacinu f(x) <1.

b) Naci f'(x)

Data je funkcija f(x) =

Resiti nejednacinu 472 _10.2%72 116 > 0.
Resiti sistem jednacina: log, x+1logg ¥y =5.

10g2x3— 4 =4

logy 3

Ako je tga = % , izradunati sin (BT” - 205) .

Date su tacke U(8,4), V(6,-10) i W(2,2).
a) Pokazati da su vektori wuU i WV ortogonalni

b) Napisati jednaéinu kruznice ¢iji je pre¢nik duz UV i jednacinu njene tangente u tacki U.

Odrediti tri uzastopna ¢lana opadajuce aritmeticke progresije,ako je njihov zbir 15, a zbir njihovih
kubova 645.

Presek dijagonala jednakokrakog trapeza PORS sa osnovicama PQ =a i RS =b je tatka M .Ako

je ugao [0 RMS jednak 120°, diagonala tog trapeza d =6, a ¢ =5, izraunati povr§inu trapeza

Neka je kocku ABCDA,B,C,D, stranice m upisana kupa ¢ija je upisana u kvadrat 4BCD, a vrh je

u srediStu kvadrata 4, B,C,D,. Odrediti odnos R:7, gde je R poluprec¢nik sfere opisane oko te kupe,
a r poluprecnik sfere upisane u kupu.

Ako se binomni koeficijent drugog ¢lana prema binomnom koeficijentu tre¢eg ¢lana

n
u razvoju binoma (x ——2] odnosi kao 2:17, odredi ¢lan u razvoju koji ne zavisi od x.

X

Svaki zadatak nosi 6 bodova.



RESENJA:

a) lzraz je definisan za a # £b . Primenjujuéi obrasce za razliku kubova i razliku

1. kvadrata, i svodenjem na zajednicki imenilac dobijamo da je
_ 2 2 _ 2 2
Ha.b) = (a=b)a” +ab+b”) (a—b)a+b) 1g2l +ab+b _(a+b)+a
(a—b)a+b) a-b a+b
_a2+ab+b2—ab—b2_ a’
a+b a+b

b) Koristeé¢i upros¢enu formu izraza dobijenog pod a), uvr§tavanjem vrednosti za a i b,
dobijamo da je
(-9 1-2i+i*> -2i 3+i —6i+2 1 3.

———I

I(1-i2)= _ _ T2 340
= T ™ 30 T35 3+ 10 s

2. a) Prebacivanjem jedinice na levu stranu nejednacine i faktorisanjem polinoma u brojiocu i
imeniocu, dobijamo da je

2
X —5x+6<0 - (x—2)(x—3)<0

Sl < x*-1 (x-D(x+1)

Za odredivanje znaka poslednje nejednakosti koristimo sledecu tabelu

( —OO,—I) (_1’1) (132) (233) (3,-{—00)
(x-2)(x-3) + + + - +
x-D(x+1) + - + + +
(x=2)(x-3)
(x—D(x+1) + - + - +

Koristeéi rezultate iz tabele i imajuci u vidu da funkcija nije definisanaza x=-11 x=1,
zakljuCujemo da je polazna nejednacina zadovoljena za svako x € (=1,1) U [2,31

(4x =5)(x* =1)=2x(2x*> = 5x +5) B 5x* —14x+5

b f(x)= 1) 1)

3.  Resenje nejednadine trazimo za x-22> 0, tj. Za x > 2. Uvodenjem smene ¢ = 292 > polazna

nejednadina se svodi na kvadratnu nejednadinu #* —10¢+16 > 0 &iji je skup resenja
t € (—0,2)U(8,0). Dakle, t € [I,Z)U (8, oo). Vracanjem smene dobijamo

1<t<229<oV2 ol o< x—2<10<x-2<1=2<x<3
Analogno, 8<t <23 <2V 2 o 3<x—2 @ 9<x-211<x

Dakle skup resenja pocetne nejednacine je x € [2,3)u (1 1, oo)
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Koriste¢i osobine logaritma transformi§emo system na sledeéi nacin:

log, x+1logg ¥y =5 log2x+%log3y=5

log2x3— =4 3logy x—4logy y =4

logy 3

Zatim, prvu jednacinu predhodno pomnozenu sa —3 dodajemo drugoj jednacini i dobijamo da je

10g2x+%log3y:5 log, y=2
=
11
—?1og3y=—11 log,x=4

Dakle, y=3"=9i x=2'=16
. 4 (13«7 . . o .
Ako je tga = g , izraCunati Sin T —2a |. Svodenjem na osnovni ugao i primenom adicione

formule sledi da je

sin(l?’Tﬂ—ZaJ :sin(67r+%—2aj =sin%cos2a—cos% =1-cos2a—0-cos’ a—1

22 2 2 2 1 1 25
Iz sin“a+cos’a=1=ig'a+l=—F—=cos"a= —= =—
cos” l+tg”a 1+& 41
25
dobijamo sin| 2% —2g |=2.22 122
2 41 41

a) Odredimo skalarni proizvod vektora wuU =(6,2) i wv =(4,-12).
WU -WV =(6,2)-(4,-12)=6-4+2-(~12)=0, odnosno WU LWV .

8+6 4-10
b) Sredina duzi UV, S = (T , T) = (7, —3) je centar kruznice. Polupre¢nik kruznice je duz

SU = \/(8—7)2 —i—(4+3)2 =+/50 . Jednatina trazene kruZnice je (X—7)2 +(y—3)2 =50.

Yo~ N _ 4+3

Koeficijent pravca prave p(SU ) je ky=——=— -~ =7 . Koeficijent pravca
X, — X, -

. P 1 1 .. . -
tangente na kruznicu u tacki U je k, = e = 5 Jednacina trazene tangente kroz tacku
1

U(8,4) je y—4=k, (x—8), odnosno y=—%+§ .



Trazene Clanove progresije mozemo zapisati u obliku @ + d, a1 a — d, gde je razlika progresije
d > 0.1z uslova da je njihov zbir 15, tada dobijamo
a+d+a+a-d=15<3a=15a=5

UvrStavanjem u uslov da je zbir kubova 645, tada dobijamo

— . 3
(a+d) +a* +(a-dY =645c>3a3+6ad2=645:>d=‘/%=3

Dakle trazeni ¢lanovi progresije su 8,512 .

Presek dijagonala jednakokrakog trapeza PORS sa osnovicama PO =a i RS =b je tatka

M .Ako je ugao [] RMS jednak 120°, diagonala tog trapeza d =6, a ¢ =5, izraunati povrsinu
trapeza.

Posto je trougao APMQ jednakokrako sa uglom od 120° pri vrhu ,sledi da je [J RPQ = 30°
(slika 1).Neka je N podnozje visine 4 iz temena R na osnovicu « . Iz pravouglog trougla

. h 6
ARNP imamo da je sin30° = 7 ,odnosno 4 = 5 = 3. Iz pravouglih trouglova APNR i ARNQ

na osnovu Pitagorine teoreme sledi da je PN =~d*—h* =36-9 =34/3 , odnosno

=+/c® —h* =25-9 =4, respektivno.Osnovica a = PN + N_Q = 3\/§ +4 . Posto je

_a-b
2

Sl &l

, drugu osnovicu moZemo da dobijemo iz a = 3\/3 148 =4, pasledi da je

b=33—-4. Trazena povrsina trapeza je P = aT-I—b h=93

Slika 1. Slika 2.

Neka je kocku ABCDA,B,C,D, stranice m upisana kupa ¢ija je upisana u kvadrat ABCD, a vrh je

u sredi$tu kvadrata 4, B,C, D, .Odrediti odnos R :7, gdeje R polupre¢nik sfere opisane oko te

kupe, a  poluprecnik sfere upisane u kupu.
Poluprec¢nik sfere opisane (i upisane) oko kupe odgovara poluprecniku kruznice opisane (i upsiane)
oko njenog poprecnog preseka, tj. Jednokakrog trougla AMNO, , ¢ija je osnovica MN =m , a kraci

2
su MO, = NO, = mz—(%J :mf

(slika 2).
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10.

52

Poluprec¢nik upisane kruznice nalazimo iz izraza
2P

Hmem

i 2 . m .\/g—l_m\/g—l

(@ my5 mJ5  J5+1 5-1 4
m+T+—

2

Polupre¢nik upisane kruznice dobijamo pomoc¢u sinusne teoreme R =

- , gde je b proizvoljna
2sin f

stranica trougla AMNO,, a [ je ugao koji se nalazi naspram te stranice.

. 2+/5
Kako iz pravouglog trougla HONO, sledi da je sin ZONO, = L\/g = T\/_ , primenom sinusne
m

2
my5
5
teoreme na stranici MO, iugao kod temena N dobijamo da je R = 2 _om
25 8

Ako se binomni koeficijent drugog ¢lana prema binomnom koeficijentu treceg clana

x
Binimni koeficijent drugog i tre¢eg ¢lana se odnose kao 2:17, odnosno

n n n(n—l)
: ) =2:17@n:T:2:17<:>17n=n(n—1)<:>n=18.

n
u razvoju binoma (x - —2J odnosi kao 2:17, odredi ¢lan u razvoju koji ne zavisi od x .

1

18
Znamo da je (k + 1) -vi ¢lan u razvoju binoma (x - x_z) jednak

18Y) . Nk (18 k-
(ijlg “(—x7) =(kj(—1) X 22 k=0,1,...,17 .

Za ¢lan koji ne sadrzi x mora da vazi 18 —3k = 0,odnosno k& =6 .Dakle, sedmi ¢lan zavisi od x i

taj ¢lan je jednak
18 18
=l
6 6



SAOBRACAJ I GRAPEVINARSTVO jul 2007. godine

10.

-3

2 3
Izracunati vrednost izraza \/ (% - ﬁ ) + 3\/ (% - \/g }

Naéi sve vrednosti meR tako da funkcija y = (2—m)x2 +(2m—5)x+2 ima minimum i dve
razlicite realne nule.

x> +x+19
2x+5
a) Resiti nejednaginu f(x)>1.

b) Naéi f(x)

Data je funkcija f(x)=x—

Resiti sistem jednacina
5-27-3" =133
3.2 +2-3" =150

Resiti jednacinu log, Yx - log, x* +2log, x=3.

Resiti jednacinu 2 cos” x+7sinx—5=0
Dati su kompleksni brojevi b, =1+2i,b, =4+3i i by =11+2i.
a) Naci kolienik ¢ =3
b) Pokazati da brojevi b, ,b,,b;, tim redom, ¢ine prva tri ¢lana geometrijskog niza i naéi zbir prvih

pet ¢lanova ovog niza.

Ako je 4 (-2, -2,0), AB = (6,-1,1)1 AD =(2,3,1), odrediti temena B,C i D i presek dijagonala T
paralelograma ABCD.
Oko kruZnice pre¢nika 3c¢m je opisan pravougli trapez povr§ine 12¢m’. Izradunati duZine osnovica.

Prva pravilna ¢etvorostrana piramida osnovne ivice a =12+/2cm i bo¢ne ivice s =13cm preseCena
je ravni koja je paralelna osnovi, a koja visinu deli na dva jednaka dela. Izracunati povrSinu dobijene
zarubljene piramide.

Svaki zadatak nosi 6 bodova.
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RESENJA:

Na osnovu osobina parnog i neparnog korena i primenom formule za kub binoma, dati izraz se
1. transformiSe na sledeci nacin:

G- 5] -3

2. Kvadratna funkcija ima minimum ako je 2 — m > 0, a ima realne razli¢ite nule ako je D > 0.

D=(2m—5) —4-(2-m)-2=4m* —20m+25-16+8m = 4m* —12m+9 = (2m-3)’,

PajeD>0 < m € (—oo,%jU(%,oo).

+;_ﬁj3 S ) I )

Dakle, 2—m>0/\D>O<:>m<2/\me(—OO,%JU[%,OOJQme(—oo,%jU[%Jj-

2 .2 _ _ 2 _
3.0 @) f()2le fx)-120e 2 FX- 0 X 1972005 X HAx- 24,
2x+5 2x+5

Kakoje x> +2x—-24=0x=—6vx=4i 2x+5:0<:>x:—§,zare§avanje

nejednacine koristimo tabelu

(- ».-6) (-6.3) (-54) (4,+0)
2
x°+2x-24 N i i N
2x+5 - - + +
x> +2x-24 i i i n
2x+5
Koriste¢i rezultate iz tabele i imajuéi u vidu da funkcija nije definisana za x = —3, zaklju¢ujemo da

je polazna nejednacina tacna za svako x € [— 6,—%)U [4,+oo)

2
(2x+4)(2x45)-2(x? +4x-19) 22 410r458

(2x+5)° (2x+5)°

2 _ 1
b 1 f(x)=5E G f (x)=

4. Nakon uvodenja smene 2*=pi 3”=q, dobija se:

Sp—q =133\ -2 & Sp-g=133p =32 < p=32
3p + 2g = 150 13p = 416 g = 5p - 133 q=27.

Iz 2°=2° i 3"=3" sledi da je regenje (x,y) = (5.3).

5. Koriste¢i osobinu log , x” =log, x, za x> 0, datu jednacinu transformisemo na slede¢i na¢in:

logzi/;—log4 x* +2logg x =2 < Llog, x—3log, x+2log, x =2 < log, x=-3 < x=2""

2(1—sin2x)+7sinx—5=0<:>—2sin2+7sinx—3=0<:>—2t2+7t—3=0/\t=sinx<:>
(r=3vi=1)Ar=sinx
Zbog te[—l,l] ostaje samo resenje za koje je sinx =1, t.

xe{%+2k7z|keZ}U{57”+2k7r|keZ}.
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10.

by _ 4+3i 1-2i _ 4+3i-8i-6i° _ 10-5i _ »

@ 4= T2 12 42 5 —t

b) 1z q-b, =(2—i)(4+3i)=11+2i = b, sledi da brojevi b, b, i b, &ine prva tri clana
geometrijskog niza sa koliénikom q. Cetvrti i peti ¢lan ovog niza dobijamo iz
b,=by-q=(11+2i)(2—i)=24-7i i by=b,-q=(24-7i)(2—i)=41-38i. Zbir prvih pet
¢lanova ovog niza je S; =b, +b, +b; +b, + b, =81-38i.

Neka su kordinate trazenih temena

B(xl,yl,zl),C(xz,yz,Zz) iD(xs’J@aZz)- D C

AB=(6,-1,1) & (x,+2,5,+2,2) =(6,-1,1)= B(4,-3,1).

AD=(2,3,1) & (x,+2,5,+2,2,)=(2,3,1)= D(0,L,1).

DC = 4B < (x,,y,-1,2,-1)=(6,-1,1)= C(6,0,2).

A B

Presek dijagonala T je ujedno I srediste duzi AC, pa su njegove koordinate

r(FE =10

Ocigledno je da je visina trapeza s jednaka prec¢niku
upisane kruznice, tj. #/=3. povrSina trapeza P = "—;'b -h

je na osnovu zadatka jednaka 12, tj. 42.3=12,

odakle sledi a+b=8. Iz uslova o tangentnom
Cetvorouglu, imamo da je a+b=c+h, odnosno
a+b=c+3. 1z dobijenih veza sledi da je 8=c+3,
tj. c¢=5. Primenjujuéi Pitagorinu teoremu u
pravouglom trouglu CTB dobijamo da je

= +(a—b)2 §to zamenom c i  daje a—b=4.
Sada, iz sistema jedna¢ina a+b=8 i a-b=4
imamo da su osnovice trapezaa=61b =2.

Iz slicnosti trouglova ATTH, i ATT,H, sledi da je r
T'H =iT,H,=4% . AB = 672 . 1z pravouglog trougla
UCTH, sledi da je visina  bofne  stranice

h=TH, = /s’ —(%)2 =+/169-36-2 =\/ﬁ, pa je iz sli¢nosti

pomenutih trouglova H H, =3TH, = @ Sada je: 4
2 2 o7
P=B+By+M=(6v2) +(1242) +4-M-%:360+18«/194
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SAOBRA éA.I, GRADEVINARSTVO I GEODEZIJA I GEOMATIKA
jul 2008. godine

Odrediti realni parametar a tako da reSenja x; i x; jednacine x, +(a—2)x—a+1= 0 zadovoljavaju

L. X1 X2 . 10
uslov 2  x 3

x2—6x—|—6 -
x—4

> Resiti nejednacinu

1

3. Regiti jednaginu 4T — 15.2%71 = 16

4.  Resiti jednacinu log% (x+2)+logy (x+ 2:]2 =3

1
5. Resiti jednadinu (1+tg’x)(2+sin2x) = 2.

6. Ako su By =81 B; =2 povrSine osnova prave pravilne
zarubljene Cetvorostrane piramide zapremine
V=28, izraCunati povrsinu njenog omotaca
M 1 duzinu prostorne dijagonale D.

7.  Nekasu 4(2,1,-2), B(4,0,—1) i C(4,3,2) tri uzastopna temena paralelograma ABCD.
Izracunati koordinate temena D i povrSinu paralelograma ABCD.

(] (%]

8. Duzine stranica pravouglog trougla obrazuju aritmeticki niz. Ako je povrSina trougla P =
izracunati duzine stranica i poluprecnik upisane kruZnice.

9. Odrediti jedna¢inu tangente na parabolu y* = x u onoj prese¢noj tacki sa pravom y = —x+2
koja se nalazi u I kvadrantu.

Jro1

x—1

10, Dataje funkcija f(x) =

a) Izradunati vrednost funkcije fu tacki x = (1 —/2)?
b) Izracunati f '(4)
¢) Izraunati lilr} f(x)

—

Svaki zadatak nosi 6 bodova.
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RESENIJA:
1. Iz Vijetovih formula imamo: x1x; = 1—a, x1+x; = 2—a. Odatle je

x| X a4 22nn-20n (b+o)?-2axn (2-a)?-2(1-a)

X2 X1 X1X2 X1X2

a?—2a+2 10
—+——<:>%a—6(.1+6—10—10nf\a;él<;‘>3n—|—4(f—4 0 < ac{-2 }

l1—a
2. x*—6x+6 ¥ —6r+6—x+4 ¥ —7x+10 (x—2)(x=15)
— <l s — e — T )
x—4 x—4 x—4 x—4

Ispitivanjem znaka Cinilaca izraza sa leve strane dobijamo x€(—,2)U(4,5).

Smenom 2! = ¢ dobijamo £-15¢-16 =0 0 t; =1, t, = 16.
Prvo resenje odbacujemo zbog 2! > 0, a iz drugog sledi 2" =16 =24 < x=3.

4.  Data jednatina je definisana za x > =2, Koristeéi pravila logaritmovanja dobijamo
log3 (x+2) — 2log, (x +2) = 3. Uvodenjem smene log, (x+ 2) = dobijamo jedna¢inu
—2t—3=0,¢jasuredenjat; = —1, t, = 3. Vraéanjem smene dobijamo:
log,(x+2)=—1ex+2=1 < x=—3log)(x+2) =3 © x+2=8 & x=6,takodax e {—3,6}

> ) 5, ‘ cosix+sinfx .
(I1+tgx)(2+sm2x) =2 & —————-(2+2smxcosx) =2 < 5
COos~ X COS*X

(14 sinxcosx) =1

. 2 -2 . . .
& l+smycosxy—cos“x =0 & sin“xy+smycosxy =0 & smx(smx—+cosx) =0

. . . : 3 ;
& sinx =0V sinx = —cosx < siny =0Vitgy=—-1 < xe {kn|k€Z}U {T +kr|k e Z}.

6. Iz formule za zapreminu zarubljene piramide mozemo izracunati y
njenu visinu: 28 = lH(8 +2+ \/_ < H =6. Iz povriina o
baza dobijamo duzme vica 1 dijagonala osnova:

(.'—\/_ 2\/_ b—\,«k —g\,.«k\,r2—4.(f3:\/5v":—’:2
Iz poprecnog pLeseka MN. PQ rac¢unamo visinu boc¢ne strane
h::HE—I—{“ bR2=B = )=

Sada mozemo izracunati povisinu omotaca:

b 3v2 V73
Mgl 32 "_ — 6V73
2 2 V2
1 duzmu dl_]HQOI]’ile puauude B
D*=H*+(d - 452)2 =45 = D=3\/3. -
7 Neka je D(x,v.z). Izlednakostlvek’rom 43 DCsledl (2,-1,1)=(4—x,3—y, 2—:] = D(2.4.1).
Povr$ina paralelograma predstavlja intenzitet vektorskog proizvoda vektora ABi4D =(0.3.3 ):
R A A _
Puep=|ABxAD|= |2 -1 1 |=|(~6.~6.6)|=/(~6)+ (~6)* + 6> = 613,
0 3 3
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8 Na osnovu odnosa veli¢ina stranica pravouglog trougla oznac¢i¢emo katete sa @ — d 1 @ a hipotenuzu
sa a+ d. Iz Pitagorine teoreme sledi

[jnfdjEJraz = [aer)z = a* —2ad+d*+a* =a*+ 2ad + d* = ala—4d) = d:%.
Povriina trougla P — %a(rx —d)= %a[a -9 = E odakle sledi 2 - =3.stodajea=2id = %

.- . 3 o .
Duzine stranica su 5, 21 5, a poluprecnik upisane kruznice r dobijamo iz formule za povrsinu

0 wp 23 1
P:I‘—:-P‘:—:—‘ = —_
2 0 34243 2
o Presecne tacke (x,v) se dobijaju resavanjem sistema jednacina prave 1 parabole:
y=—x+2A (—x—|—2)2 =X y= ¥ 2N —5x+4=0
S x=1vx=4)ry=—x+2< (x,y) €{(1,1),(4,-2)}.
Samo tacka (1, 1) pripada prvom kvadrantu. Tangenta u toj tacki ima oblik 7 : y—1=k(x—1), gde
1 !
je k= f(1). Uprvom kvadrantu vazi y* =x = v= /¥, paje f/(x) = (Vx) = —= = ()= =
A-VT -
.. : l 1
Sto daje jednacinu tangente 71 y = Jx+ 7
10. )f(l ,J) (1—\/"3:]2—1 |1*\/"3|71 \/57171 \/572 \/5
a — \,f = — = = = T —
(1—v2)2—1 1-2v2+2—-1 2-2v2 V2(V2-2) 2
b f(x 7—\‘/;(x—1)—(\/~?—1) A2l
(x —1)3 To2VR(x—1)2 T T 367
\,-'?—1_, N 1
T~ A DATD AT
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jul 2009. godine

Neka su xy 1 x; refenja jednacine (x +1) : (5—x) = (x+m) : (x —1). Odrediti m tako da vazi
x? + 23 < 26.

2¢? — 14

Data je funkcija f(x) = m

(a) Re&iti nejednacinu f(x) > 1.
(b) Izratunati lim f(x).
x— oo’
Resiti jednacinu 5° ' — 5% = 4,

Resiti nejednacinu  2log, /x + log; (4x%) > 2.

Resiti jednadinu  2sin’x — 2v/2 cosx = 5.

Koliko ¢lanova rastuce aritmeticke progresije treba sabrati da bi se dobio zbir 3, akoje a; + a6 = 11
el

ag = 4?7
3

. . 1 1 1 n
Aaza aza sva | & 7 a: —_— —_— = .
Dokazati da za svako n £ N vazi 1‘44—4‘7—0— +(3n—2)(3n+1) i

U cetvorouglu ABCD stranica AD = 2 i stranica BC = 24/6. Dijagonala BD je normalna na stranicu
BC. Odrediti stranicu CD ako se zna da je LABC = £BAD = 120°.

Odrediti jedna¢inu tangente parabole > = 2x u onoj tatki preseka parabole sa pravom x — 2y —6 = 0
koja se nalazi u IV kvadrantu.

Data je prava pravilna cetvorostrana piramida kod koje je ivica osnove a = 5v/2 i botna ivica s = 13.
Izracunati ivicu kocke koja je upisana u piramidu tako da se gornja temena kocke nalaze na bo¢nim
ivicama piramide.

Svaki zadatak nosi 6 bodova.
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RESENJA:

Otcigledno, za reSenja jednacine mora da vazi x # 5ix # 1. Kad se data jednac¢ina pomnozi izrazom
(5—x)(x — 1) i sredi, dobije se kvadratna jednacina

2% 4 (m—5)x —1—5m = 0.

Notacija kvadratnog trinoma ax® + bx +cdajea = 2,b=m —5,c = —1 — 5m.
Koristeéi Vietove formule imamo

b\ 2 =\ 2 1.5
x%—l—x% =(x —I—xz}z — 2x1x2 = (—5) —2§ = (_mz 3) -2 5 o < 26.

Poslednja nejednakost je ekvivalentna
m? 4+ 10m —75 < 0.

Resavajuéi ovu kvadratnu nejednacinu po m dobijamo
—10+ /100 +4-75
2

Nedozvoljeno reSenje x = 1 u kvadratnoj jednacini (1) daje —4 — 4m = 0, odnosnom = —1, a x = 5 nije
reenje jednacine (1) ni za jednu vrednost parametra m. Iskljucivanjem vrednosti m = —1 iz dobijenog
intervala za m dobijamo konacno reSenje

My = ,mp = —15,n12 =5, pam € (—15,5).

m e (=15, -1)u(—1,5).

2.
i 2x2 — 14 x2—x-2 (x=2)(x+1)
() > _ =0 =0
(@) fzle g 120 a3 20 e 2
(—eo,—4) | (—4,-1) (-1,2) (2,3) (3, +00)
¥ +4 - + + + +
X i1 = N T T -
x—2 — — — + +
x—3 — — — — +
2_y_2
;2+:\J"712 + N + N +
Odgovor &itamo iz tabele: x € (—o0, —4) U[-1,2] U (3, +00).
2?14 72 2-4 2-0
b —_— 1 - X = — 2 .
(b) e fx 12 12 S\‘—H'rfhl—l—;—g‘- 1+0-0
3. Uvodimo smenu 5! = t. Dobijamo
t—%:4@;2—&—5:0@;:—1\”:5.
Negativno resenje, zbog 5! > 0, odbacujemo, vracamo smenu i dobijamo
t=5"1=5' o x-1=1& x=2.
4. Data nejednacina je definisana za x > 0 i ekvivalentna nejednacini

log, x —log,4 —2log,x >2 < —log,x >4 & log,x < —4.

Odatle zakljucujemo x € (0,274) = ( 0, %) |
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Primenom osnovnih algebarskih operacija i Pitagorine teoreme: sin® x + cos? x = 1, dobijamo:

2sin?x — 2v2cosx —5=0 = 2cos?x +2v2cosx +3=0.

Smena cosx = t daje

= —2V2+/8-24
20 420243 =0 < 1y _ Z2v2E£ V8- 2‘/ _
Diskriminanta ove kvadratne jednacine je negativna: 8 — 24 = —16 pa data jednacina nema reSenja u skupu

realnih brojeva.

Prvo ¢emo iz datih jednakosti naéi prvi ¢lan niza ay i razliku d.

1—-54 [1—5d
g +a;+5d =1A (0 +2d)2 =4 & ay = Lx\( :

+ 2,1)2 = (£2)2

2 2
1—5d44d :2v1—5d+4d 9 e d—_3vd—s.
2 2
Odbacujemo vrednost d = —3 jer daje opadajuéi niz. Dobijamo @ "_23'5 = —12. Suma n sabiraka

aritmeti¢kog niza je S, = (a1 +ay + (1 — 1)d) 5. Redavamo jednacinu S, = 3.

(<12—12+(n—1)-5)5 =3 = 50> =291 —6=0 = n =6.

o=

(ReSenje poslednje kvadratne jednacine n = 4_13 odbacujemo jer nije ceo broj.)

Dokaza¢emo shemom matematicke indukcije po .

e 11
B 1-4 341
n—mn-+1
(*)
I ! n ! -
1.4 4.7 " " @Br-2)Bn+1) B+ -2)@Br+1)+1)

(#) - Koristimo indukcijsku pretpostavku:

_n N 1 o on(Bn+4)+1
T3n4+1 " Bn+1)(Bun+4) (Gn+1)(Bn+4)

o3 +dn4+1 0 32+ n+43n+1 n(Bn+1)4+3n+1
TGt 1)@ +4) T BurDGrt4) Bur(Bnt4)

_(3n+1)(n+1)_n+1_ n+1
TOGunrD)(Gntd) m+d dn+Dr1l

Time je dokaz shemom matematicke indukcije zavrSen.

2 Iz £LABC = 120° i £LDBC = 90° sledi LABD = 30°
Zbir uglova trougla ABD je 1807, sledi LADB = 30°.
Neka je tacka E sredina duzi BD. Trougao AED je
jednakokraki jer ima dva jednaka ugla, paje AE
S ‘QQ ortogonalno na BD.
E
\\
" g "\{Qau
Ay S
NN
o =
NS 2/6 -

Vidi se da je trougao AED polovina jednakostrani¢nog trougla, paje ED = A D@ =3
Ondaje BD =2ED = 2/3.
Iz pravouglog trougla DBC dobijamo CD = /BD2 + BC2 = /4-3+4.6 = 6.
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9. Apscise presecnih tataka dobijamo smenjivanjem ordinate y = +x — 3 iz jednatine prave u jednacinu
parabole:

1
Zx273x+9:2x & ¥ -20x+36=0 & x =2Vx;=18.

Ordinate dobijamo iz jednacine prave. Preseéne tacke su A(2, —2) i B(18,6), tacka A je u IV kvadrantu.

Yy
//7/7/7
x—2y—6
1§ X
T
try= —%.x\—l
U tagki A jednatina parabole je y = —+/2x, prvi izvod je i = —ﬁ, koeficijent pravea trazene tangente je

k=vy'(x1) = —?':12—_2 = —1 Jednatina tangenteje t : y — (—2) = —%(x -2)ey= —%x -1

10. ¥ E -4 E
12+ b
. D
! w3 13
As LG I I

B2 Az s

LD

Dy b

A Ay .

B 1 A Aq (] C

Neka su temena osnove piramide A, B, C i D, neka je vrh E. Neka su temena upisane kocke na osnovi
piramide A4, By, C, D, a na bofnim ivicama Az, By, Co i Dy, Nekaje b = A B traZena ivica.
Dijagonala osnove piramide je AC = 5/2/2 = 10, dijagonala osnove kocke je A;C, = by/2.

Pitagorina teorema za polovinu jednakokrakog trougla ACE daje visinu piramide H = /13% — 52 = 12
Iz slignosti trouglova ACE i A;CoE sledi proporcija:
'12-— b _ b2 o 120 — 10b = 124/2h = b — 'IECI _ 60 _ 360+/2 — 300 .
12 10 122+10  6y2+5 47
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MATEMATIKA za masinstvo, industrijsko inZenjerstvo i inZenjerski menadZment, graficko
inZenjerstvo i dizajn, inZenjerstvo zaStite Zivotne sredine
jul 2001. godine

2—3 2—2 2
l.  a)lzratunati —-| — | :2; 2 boda)
32\ 3
2
b) Uprostiti izraz (a — 2) : L;H-g,a # 0. (2 boda)
a a
+2) —(x+1)
2. Resiti nejednacinu (x ) (x ) > 0. (6 bodova)

2
x°=3x+2
3. Cena jednog proizvoda uvecana je za 20% , a potom je sniZena za 20% . Za koliko procenata
se krajnja cena razlikuje od prvobitne?

(4 boda)
cos75°
a) Izraunati ——; 4 boda
4. ) sin 45° ( )
b) Resiti jednadinu 2- sin(zx + %j - 1. (6 bodova)
5. Reiditi jednacine
a) 25 —4-5°-5=0 (4 boda)
b)log, (x +1)+log,(2x+1)=1. (4 boda)
RESENJA:
2% (2727
1 —_— | — 2=1
b)(a_2_7j.a2+3a+9_a3—33. a
a*) a’ a’  a*+3a+9

2. xe[—%,lju(Z,oo)

3. Neka je pocetna cena x dinara. Po uslovu zadatka, konacna cena je x-1.2-0.8=0.96x dinara.
Dakle, cena je smanjena za 4%

4 cos75° cos(300 + 450) N

sin 45" sin 45° 2

Iz 2-sin(2x+%J:1 sledi da je 2-sin(2x+%j: te je skup reSenja date jednacine

—£+k,7z:kleZ U £+k27z:kzeZ .
12 4

5. a)lz 25" -4.5"-5=0,sledidaje (5*)2 -4.5" -5=0, tj. daje reSenje date jednacine x=1;

1
2

b) Data jednacina je definisana za x > —%. Iz log,(x+1)+log,(2x+1)=1 sledi daje

log,(x+1)-(2x+1)=1,tj. (x+1)+(2x+1)=6. Zbog oblasti definisanosti resenje date jednaine
je samo realan broj x=1.



septembar 2001. godine

MATEMATIKA
1. a) IzraCunati M (2 boda)
NE)
b) Uprostiti izraz
2
a4l _ajf2+da_ o1 5L (2 boda)
3a-1 3 a+3 3
2x+l < (2 boda)

2. Resiti nejednacinu <
x=2
3. Cena jedne kosulje je 500 dinara. Posle poskupljenja kosulje za 5% doslo je do pojeftinjenja za 10%.
Kolika je nova cena kosulje? (4 boda)
4. IzraCunati
sin + cosa . 8lx
a - ako je tga = 1 ; b) sin— (4 boda)
2sina —4cosa 2 4
5. Resiti jednacine
a) 2x275x+9 — 8 :

b) log, x +log,(x—3)=log, 4 (4 boda)

RESENJA:
D a) 2427 -+/48 22-3\/5—4\/322\/522
3 3 NE)
1

)[a2+1 aJ(2+4a_J_3a2+3—3a2+a‘2+4a—a—3_ 3+a 3a-1_

3 T 3(a-1) a+3 33a-1) a+3 3

3a-1 3 a+3

2x+1

2) SO@xe[—%@j.

x—
3) 1:500 din

2: 500+i~500 =525 din
100

3: 525- 2 52524725 din
100
1
. —+1
4 a sina+cosa  iga+l 2 _ 1
2sina—4cosa  2tga—4 21_4 2

[\

b) sin&=sin(£+207r]=sin£=—2.
4 4 2
5) a) 2° 5 =8 b) log, x+log,(x—3)=1log, 4

2x2—5x+9 _ 23 1()g6 x(x—3)=10g6 4

x*=5x+9=3 x(x—3):4

X’ =5x+6=0 x> -3x-4=0
5+425-24 5+1 3+49+16 3£5

Xy = 5 = B Xip = B = B

xef2,3} x=4,x=-1

Zbog definisanosti log. funkcije
reSenje je samo x=4
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MATEMATIKA jul 2002.godine

a’+b’ _
L P +p
1. Uprostiti izraz : ,ab#0,a # tb. (6 bodova)
l B l a2 _ b2
b a
3x+2
2. Resiti nejednacinu al <1. (6 bodova)
4x -4
9sina —3
3. Akoje w =2 odrediti g 1 ugao «. (6 bodova)
2sina +cosa
4. Resiti jednaginu log, x +log 3* +5=0. (6 bodova)

5. Knjiga je prvo pojeftinila za 25% , a zatim je poskupela za 30%. Da li je sada knjiga jeftinija
ili skuplja od prvobitne cene i za koliko procenata?

(6 bodova)
RESENJA:
1. Izrazje definisan za ab #0 i a® #b°.
a’ +b’ a’ +b’
b Ca+b - _a@+b’-ab)  (a-b)a+b)
1 1 "&-p 1 1 &40 a-b (a+b)a’ +b* —ab)
b a b a
2. Data nejednacina je definisana za x #1.
3x+2 3x+2 6—x
<le ~1<0 <0=xe(-o,l)U[6,0).
4x —4 4x —4 4x —
3. 2sin*x+cosx—1=0<2(1-cos’ x)+cosx—1=0<2cos’x—cosx—1=0, smena

t =cosx, 2t2—l—1:0:>11:1, lzz—%-ll:1:>cosx:1:>x:2k7z,keZ,

1 1 2
t =——=cosx=——=>x=—+2kr.
2 3
4.  Data jednacina je definisanaza x >0 1 x = 1.

log, x +1log, 3" =5=0 < log; x+5log, x +4 = 0. Ako stavimo log, x = ¢ dobijamo

kvadratnu jednaginu ¢° + 5¢ + 4 =0 sa reenjima

1 1 R
t, =-1¢,0-4. 10g3x=—1:>x=§;log3x=—4:>x=§. Skup resenja je {a,g}

5. Neka je pocetna cena x dinara. Po uslovu zadatka, konac¢na cena je x-0,75-1,3=0,975x

dinara. Dakle, knjiga je jeftinija za 2,5%.
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MATEMATIKA septembar 2002

3 2
1. Izracunati (4- (g)’z)3 -1/1 12X, x>0, (6 bodova)
X 16 \ 4
2. Nadéi m(m # 0). za koje je jedan koren (nula) jednadine x° —4mx+m’ =0. (6 bodova)
3. Rediti jednaginu 2sin® x+cosx—1=0. (6 bodova)
4. Reditijednacinu 9 +3* —-2=0. (6 bodova)
5. Koliko ljudi zivi u gradu u kome je godi$nji prirastaj stanovnika 3,5%, odnosno 1330
stanovnika.
(6 bodova)
RESENJA:
1. Za x>0
32 2\3
(4.(2)*2)3 B L L R .ﬁ.gzxé £¥:4\/;
b 16 \ 4 4 4 x 4 x
2. Nekaje x,=3x,. Tadaje x,+x,=4x,=4m, x,-x,=3x; =m’. Iz prve jednacine
dobijamo da je x, = m iuvrstavajuéi u drugu jednacinu dobijamo 3m*> = m’.Kakoje m#0
dobijamo da je m=3.
3. 2sin*x+cosx—1=0<2(1—-cos’ x)+cosx—1=0<2cos’ x—cosx—1=0, smena
t =cosx, 2t2—t—1:0:>0:>t1 =1, ¢, :—E-t, =l=cosx=1=>x=2krn,keZ,
1 1 2 4
lL=—"= cosx=——:>x=—”+2k17r v x=—”+2k27r, k,k, eZ.
2 2 3 3
4. 9"+3" -2=0¢< (3x)2 + 3% —=2=0. Uvedenjem smene ¢ = 3" i dobije se kvadratna
jedna¢ina t* +¢—2 =0 Cijasurelenja t, =—2 i t, =1. Resenje ¢, = —2 odbacujemo, pa
ostaje 3* =1<x=0.
5 G=P‘100=133O‘100=38000'
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MATEMATIKA jul 2003. godine

x2+|x—1| <
—<x.

1. Resiti nejednacinu 3 (6 bodova)
x —
2. a) Rediti jednacinu log: x =log, x* -8 ; (4 boda)
3-6x
b)  Resiti nejednaéinu (gj >0, (2 boda)
3. Regiti sistem jednacina
2 . i 1 (6 bodova)
1651n X+cos™ y — 4
4. A(3,2,-1),B(-1,2,2)i C(7,0,1) suredom tri uzastopna temena paralelograma. Odrediti koordinate
Cetvrtog temena D paralelograma, koordinate tacke S preseka njegovih dijagonala i duzinu stranice
AB.
( 6 bodova)
5. a) Biciklista prede 10% razdaljine od mesta 4 do mesta B za 12 sati krecuéi se brzinom
25km/ h . Za koliko bi vremena biciklista presao 30% razdaljine od mesta 4 do mesta B ako
bi se kretao brzinom 20km/h?
(3 boda)
b) Petru, Aci i Marku je za uradeni posao ispla¢eno 24420 dinara. Koliko novca ¢e dobiti svaki od
njih ako je Aca radio 11 dana po 6 ¢asova na dan, Petar je radio 8 dana po 9 ¢asova na dan a
Marko je radio 21 dan po 4 ¢asa na dan (vrednost rada po ¢asu je svakog od njih je ista)?
(3 boda)
RESENJA:
1. Datanejednacina je definisana za x #3
2
x°+x—1 Trx-1 4x —1
I ilcint DU S il WINPT ... <0=xe[L,3).
x-3 x-3 x-3
2
xT+x -1 ox+1 2x +1 1
za x<tvan ST o Bl g 2xHl o =1,
x-3 x-3 x-3 2
1
Dakle, skup reSenja polazne jednacine je skup {_E ,3] .
2. a) log;x=log,x* -8« log; x—6log, x+8=0. Uzimajuéi da je
log, x =t dobija se kvadratna jednaina > — 67 +8=0 sa reSenjima ¢, =2;¢, =4. Iz log, x=2
sledi daje x=4,aiz log, x=4 sledi da je x=16. Dakle, skup reSenja date jednacine je {4,16} .
3-6x
b) (é) >9&3%7 532 c>6x—3>2:>x>%.
3. 2sinx+cosy =1 Sinx+c0sy:() SiIlX:—COSy
2 2 < s 2 2 < 2 1 <
1S xeosy — 4 2(sin” x+cos” y) =1 cos y:Z
sinxz—l sinx=l xe{(—l)k”%+k7r:keZ} XG{(—I)k%+kﬂ':k€Z}
2 2

f=4 \% f=4

Y4
1 1
cosy=§ COSYZ—E ye{i‘§+2l7z:leZ} ye{i%[+2l7z:leZ}
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4. Obelezimo sa  D(x,y,z)  Cetvrto teme  paralelograma. Iz  BA=CD sledi
(-4,03)=(7-x,—y,1—2) odakle je —4=T7-x; 0=-y; 3=1-z odnosno
x=11; y=0; z=-2. Dakle, Getvrto teme paralelograma je D(11,0,-2).

- — 1 —
Kako je OS =04+ EAC =(3,2,-1)+(2,-11)=(5,1,0), to je presek dijagonala tacka S(5,1,0).
AB :\/(34-1)2 +(2-2) +(-1-2)* =5.

5. a) Nekaje s razdaljina izmedu mesta 4 i B. Kako je 10%s =25-12=300km to je s=3000km,
odakle je 30%s =900km. Ako je ¢ vreme za koje biciklista prede 30%s krecuéi se brzinom
v =20km/ h ,nalazi se da je t=£:@:45h.

v 20
b) Kako je Aca radio 66 sati, Petar 72 sata a Marko 84 sati to je ukupan broj utroSenih sati 222.
442
Vrednost jednog sata je 0 =110 dinara. Dakle, Aca je dobio 66-110=7260 dinara, Petar je
dobio 72-110 =7920 dinara a Marko 84 -110 =9240 dinara.
MATEMATIKA jul 2004. godine
L ) h+ﬂ+x
1. Resiti nejedna¢inu ———— > 1.
x+2

(6 bodova)

2. a) Resiti jednacinu log, x +2log, 2 =3;

22)6—1 . 4)C+1

b) Resiti nejednacinu T =64.
(3 boda)

3 Reiti jednainu 2 +sin® x = cos” x + 3sin x .

(3 boda)

4.  Zbir prva tri binomna koeficijenta u razvoju binoma L% + y] je 46.

Y
Odrediti ¢lan koji ne sadrzi y.
(6 bodova)

5. a) U jednoj prodavnici artiklu od 12250 dinara cena je snizena za 40%. U drugoj prodavnici istom

68

artiklu (sa istom cenom) cena je prvo snizena za 36%, a zatim je nova cena sniZzena za 4%. Za
koliko se razlikuju cene artikla u ovim prodavnicama?

(4 boda)
b) Za 14 kilograma kajsija pla¢eno je 980 dinara. Koliko kilograma kajsija se moze kupiti za 4340
dinara?

(2 boda)



RESENJA:

1.  Data nejednacina je definisana za x # -2 .
x+3+x +3+ 2x+3
NSk L SEPIE L LE FOPI L BTN
x+2 x+2 x+2
x+1
20 xel-3,-2)u|-1,0);
- 320 1)
Cx+3+x —x— —
Za x<—3vazi PHIPE L L mamdex ) 23 1300 - 5 0o ve[-5-3):
x+2 x+2 x+2 x+2

Dakle, skup resenja polazne jednacine je skup [—5, —2) ) [—1, oo) .

2. a) Data jednadina je definisana za x € (O,l)u (l, oo).

log, x+2log 2=3<log, x+2 =3 < logi x—3log, x+2=0. Uzimajuéi da

log, x
jelog, x =t dobija se kvadratna jednacina t*=3t+2=0
sa reSenjima ¢, =2;¢,=1. Iz log,x=2 sledi da je x=4, aiz log, x =1 sledi da je x=2.
Dakle, skup resenja date jednacine je {1, 2} .

2x-1 x+1 2x-1 2x+2
S A DI S UPINS Y S PRGNS §
8x 2X

3. 2+sin® x=cos’ x+3sin < 2sin’ x—3sin x+1=0.. Uzimajuéi da je sin x =¢ dobija se

1 . S
kvadratna jednacina 2¢* —3¢+1=0 sa reenjima t,=1¢, = 3 Iz sinx =1 sledi da je

x=%+2k7r,keZ,aiz sinxzé sledi da xe{%+2lﬂ:leZ}u{5§+2m7r:mGZ}.

Dakle, skup resenja date jednacine je

{%+2k7r:keZ}u.{%+21ﬁ:leZ}u{%+2m7r:mEZ}.

4. Iz uslova da je zbir prva tri binomna koeficijenta 46 sledi da je

" + " + " :46c>1+n+m:46:>n:9. Kako je
0 1 2 2

x o 9Y «x ! 9(9 93k
—+y| = Z — |y = z ¥y 2 to ¢&lan koji ne sadrzi y dobija se iz uslova
\/; o\ k \/; o\ k

_ 3k . .. o (9) 6
daje 9—?=0<:>k=6.Dak1e,clankopnesadrmyje 6 x =84x".

5. a) Akosa x ozna¢imo novu cenu u prvoj prodavnici to je x=0,6-12250="7350 dinara. Ako sa
y ozna¢imo novu cenu u drugoj prodavnici to je y =0,64-0,96-12250 = 7562,40 dinara. Nove
cene u ove dve prodvnice se razlikuju za 7562,40—7350 =176,40 dinara.

b) Ako sa x oznaéimo koli¢inu kajsija (u kilogramima) koja se moze kupiti za 4340 dinara, to se iz
proporcije 14 :980 = x : 4340 dobija da je x=62 kilograma.
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MATEMATIKA jul 2005. godine

1.

70

Resiti nejednacinu
x*+x—12

>0. (6 bodova)
|x| +2
1
a) Reiti jednac¢inu  log, 3+log, x = log\/; 3+log, Jx +5, x>0A xX#1. (3 boda)
ﬂ
b) Regiti nejednacinu 2! < 8. (3 boda)
Resiti jednaéinu cos2x—cosx+1=0. (6 bodova)

Data su tacke ~ A4(2,-3,4), B(1,2,-1) 1.5(2,0,0)

a) IzraCunati duzinu duzi AB. (2 boda)
b) Odrediti tacke C i D tako da su tacke 4, B, C'i D temena paralelograma
¢iji je prosek dijagonala S. (4 boda)

a) Kosulja je kostala 1500 dinara, a zatim je poskupila za 25 %. Za koliko procenata bi trebalo
sniziti novu cenu kosulje da bi ona opet iznosila 1500 dinara? (3 boda)

b) Ako 8 radnika mogu da zavrSe jedan posao za 5 dana radeéi po 6 sati dnevno, koliko je
radnika potrebno angazovati da bi se isti posao uradio za 4 dana rade¢i po 5 sati dnevno?

(4 boda)
RESENJA:
24 x— -3)(x+4 -3) -
12 (3 )20<:>[x<0/\w20jv
|x|+2 |x|+2 —x+2
-3)(x+4
v(xZO A MZOJ
x+2
x € (-1,-4) | {-4) | (-4,0) x € [0,3) | {3} (B -x)
x—3 - - - x—3 - 0 +
x+4 — 0 + x+4 + + +
—x+2 + + + x+2 + + +
(x—3)(x+4) n 0 _ (x—=3)(x+4) _ 0 n
x+2 x+2
2 [—
Prema tome R >0 xe(- oo,—4]u [3,00).
|x|+2
a)
logx3+log3x:logﬁ3+log3\/;+;<:>log3x+log3x:log3x+;log3x+;<:>

1
< (log, x)* —log, x —2=0< log, x=—1 v10g3x:2<:>x:§vx=9

x+1 x+1
i o 1 4-2
b) 2-**1<8<:>2H<23<:>x—+1<3<:> al
X — X —

<0 xe(-ml)u(2,0)



3. cos2x—cosx+1=0 < cos’x—sin®x—cosx+1=0 < cos’x—I+cos’x—cosx+1=0 <

1
< 2cos’x—cosx=0 < cosx(2cosx—1)=0 < cosx=0 v cosxza =

@x:%+kﬂ'vx:i%+2kﬂ, keZ.

4. a) ‘Za‘:\/(z—nz+(—3—2)2+(4—(—1))2=J§.

b)
r=2r-r,= (4,0,0) - (2,-3,4)=(2,3,-4)
1y =2r,—r,= (4,0,0) - (1,2,-1)=(3,-2,1).
5. a) Kakoje 1.25-1500-x =1500 odnosno x = % = 0.80. Sledi da bi kosulja trebalo da
pojeftini za 20% .

b) Osam radnika zavrsi posao za 30 sati. Isti posao uradi x radnika za 20 sati. Iz obrnute

proporcije sledi 8:x=20:30, odnosno x = BT =12 radnika.

MATEMATIKA
1. Odrediti oblast definisanosti funkcije:
|ﬂ+3+x
==
f(x) x+2

2. a)Resiti jedna¢inu  log, (x2 —1)+ log, (x+1) —log; (x—l) =2,x>1
2

b) Resiti nejednacinu: 3" > 2" +2°
3. Resiti jednadinu: 2fgxsin® x = tgx
4.  Urazvijenom obliku stepena binoma

(4x—Lj , x>0, xeR,

V2x

Binomni koeficijent tre¢eg &lana je 105. Odredi koeficijent uz x~°.

jul 2006. godina

(6 bodova)

(4 boda)

(2 boda)

(6 bodova)

(4 boda)

5. a) Benzin je poskupeo za 1,6%, tj. za 1,3 dinara po litru. Kolika je nova cena benzina?

(3 boda)

b) Sa postojec¢im brojem masina posao moze da zavrsi za 3 dana. Sa 3 masine viSe posao bi se
zavrsio za 2 dana. Pod pretpostavkom da su sve masine iste, koliko bi dana bilo potrebno jednoj

masini da zavrsi taj posao?

(3 boda)
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RESENJA:

x|+3+x
Oblast definisanosti funkcije odredi¢emo reSavanjem nejednacine ||— —-120. Zax#-2

x+2

|x|+3+x |x|+l

120 c——20<=x+2>0
x+2 x+2

jer je |x| +1>0 zasvako x € R. Oblast definisanost funkcije je D(f) = (—2, +oo).
a)

3

logz<x2—1)+logl(x+1)—10g%(x—l):2<:>log2<x2—1)—10g2(x +1)—log2(x —1) 2&

:4c>x—1:i% Kakoxz%e(1,+oo), dka=%é(l,+oo),

toje x= %, jedinstveno reSenje polazne jednacine.
3V 1 3y 3
b) 3> | | >+l S| >ox>]
2 2 2 2

2tgxsin’ X = 1gx < tgx(2sin2x—1):0© 1gxcos2x=0 < (thx=0 v cos2x=0)<

x=kx v x=£+k2Z k., k,eZ.
4 2

(n)=105<:>@=105<:>n2—n—210=0<:>(n2—n—210=0<:>(n=15 \% n=—14))

2

Kako je ne N T0 je trazeni eksponent n=15. k+1-vi ¢lan u razvoju stepena binoma je:

15 _ _k_

() ()™ (1) 200
k

sk

Izjednacavanjem x 2 = x77, dobijamo k=12, odnosno trazeni koeficijent je

k
15! 3,6 15—k—= ;
o8 42" =455 (Isti rezultat dobijamo ako posmatramo x 2 = 73, kadaje k=3)

15 ik
2

k oi15-k ’% 15
(—1) 47772 2x

k

a)  Nekaje stara cena benzina x. Kako je 1,6% stare cene iznosi 1,3 dinara po litru, to je
1.3-100
X =
1.6

=81.2 dinara. Posle poskupljenja, nova cena litra benzina je 82,8.
. N . .. . . .. 1 .
b)  Neka je na pocetku bilo x masina. Za jedan dan ovih x masina uradi — posla. Medutim,
3
1
Xx+3 masine za jedan dan zavrSe E posla. Dakle, dodatne 3 maSine za jedan dan obave

1 1
573 = — posla. Odavde sledi da ¢e jedna masSina posao zavrsiti za 18 dana.



MATEMATIKA jul 2007. godine

1. Odrediti oblast definisanosti (domen) funkcije:

2 J—
,Iﬂ (6 bodova)
x+1

2. Ufunkciji f(x)=ax’+bx—7 odrediti nepoznate koeficijente a i b, akoje f(1)=-9 i
f(=2)=15.

(6 bodova)
3. Resditi jednacine:
a) 92" =3""43",
b) log,|x—1|, x=1. (6 bodova)
4. Resiti trigonometrijsku jednacinu 2sin® x+3cosx =0.
(6 bodova)
5. a) U dve prodavnice cena koSulje je 12250 dinara. U prvoj prodavnici cena je sniZena za

40% , a u drugoj prodavnici sena je prvo snizena za 36%, a zatim za jo§ 4% . Za koliko se
razlikuju cene kosulja u ovim prodavnicama nakon svih pojeftinjenja?

3+4,2:0,1

b) Odrediti broj ¢iji je 12% jednako 4,2% broja 7 .
(1:0,3—5)-0,125

(6 bodova)
RESENJA:
2
1.  Funkcija je definisana za Lxl-i-6 >0ix#—1.1z x> =5x+6=(x—2)(x—3) dobija se
X+
-2)(x-3
L()IC) >0, tako da je oblast definisanosti D = (—1, 2] ) [3,00) )
X+

2. Iz f()=a+b-T71i f(-2)=4a—-2b—T =15 dobija se sistem linearnih jednacina
a+b=-2n4a-2b=22, ije je reSenje (a,b)=(3,-5).

X x 2
3. 9-2*=3*”+3*@9-2X=3X(3+1)@9-2X=4-3*‘@@j :g@@j =[§j & x=2.

3b  log,|x—1|=1<log,|x—1|=log,3 < [x-1|=3 x-1=83 o x=4vx=-2.

4. 2sin2x+3cosx:0<:)2<1—cos2 x)+3cosx:0<:> 2-2cos*x+3cosx=0< 2cos’x—3cosx—2=0

Uvodenjem smene ¢ = cosx dobija se kvadratna jednacina 2¢* =3t —2 =0 &ija sureSenja £ =2 i

1 1
t= 5 Kako je —1 <cosx <1, jedna¢ina cos x =2 nema reSenja, pa se iz COSX = > dobija

x=i%z+2k7z, keZ.
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5a

5b

Oznacimo sa C; cenu koSulje u prvoj prodavnici nakon pojeftinjenja , i sa C, cenu kosulje u
drugoj prodavnici nakon oba pojeftinjenja. Iz uslova zadatka sledi

C =0,6-12250=7350 i C, =0,96-0,64-12250 = 0,96 - 7840 = 7526,4 .

Razlika u ceni kosulja je C, —C, =7526,4—-7350=176,4 dinara (tj. u drugoj prodavnici
kosulja je skuplja za 176,4 dinara).

Oznacimo sa x trazeni broj. Na osnovu uslova zadatka dobija se

0,12x = 0,42 3+4’§‘0’1 0,12x = 0,042-360 <> 0,12x =15,12 <> x = 1212 _ |26,
(1:0.3-)-0.125 0,12



MATEMATIKA jul 2008. godine
1. Data je jednagina (2 — m)z® — 2mz —2m —2=0, m# 2.
a) Odrediti m tako da resenja date jednac¢ine budu realna i razlicita.

b) Koristeci Vijetove formule izraziti z; + 2 1 21 - 22, gde su 21 1 za resenja date jednacine.

2. a) Resiti jednacinu
16" —6-4"+8=0.
b) Resiti nejednacinu

logyq =+ logy x4+ logyx < 7.

3. Resiti trigonometrijsku jednacinu
sinr 4+ cos2r = 1.

4, a) Dat je binom (a + b)". Odrediti n tako da zbir prva tri binomna koeficijenta bude 46.

0
b) U razvoju binoma (-1‘ + —2) naci €lan koji ne sadrzi .
aT

5. a) Sedam radnika mogu da utovare jabuke za 15 dana. Sedam radnika je radilo 5 dana, a
onda su im se prikljuéila jog tri radnika. Za koliko dana su radnici utovarili jabuke?

b) Zarada je ostvarena prodajom 3600 kilograma jabuka po ceni od 80 dinara po kilogramu.
Za koliko procenata bi se smanjila zarada ako bi se koli¢ina jabuka smanjila za 30%, a cena
jabuka smanjila za 20%7

Svaki zadatak nosi 6 bodova.

RESENJA:

1. Data je jednaéina (2—m)z? — 2mz —2m —2=0, m#2.

a) Odrediti m tako da resenja date jedna¢ine budu realna i razli¢ita.

Data kvadratna jednacina ima realna i razlicita resenja za (—2m)2 —4-(2—m)-(—2m —2) > 0, tj. za
—m?+2m+4 > 0. Skup resenja je m € (1 - \/5_.1 ++/5). Kako je m # 2 polazna jednacina ima realna
i razlicita resenja za m € (1 —/5,2) U (2,1 + V/5).

b) Koristeéi Vijetove formule izraziti xy + 22 i 2y - 72, gde su 21 1 r5 reSenja date jednaéine,

-2 1)
71+ ay = i, e = ST
2 a) Resiti jednaéinu 16" — 6-4" +8 = 0.

167 — 6.4+ 8 =04 (47)? — 6.4 + 8 = 0. Uvodjenjem smene ¢ = 47, dobija se kvadratna jednaéina
12— 6t+8=0¢jasureSenjaty =4ily =2 4T =d=0r=1,a4"=2522"=2= = % tako da je
skup resenja z € {1,1}.
b) Resiti nejednaéinu log,g x + log, = + log, =z < 7.
Zax > 0 vazi logig #+log, x+logy o < 7= logs w+logy a+loga o < 7= loga o+ 1 log, o+ logy o <
T qloggr < 7 & loggar < 4-logy2 & loggx < logy 16 = = < 16, tako da je resenje polazne
nejednacine x (0, 16).

Resiti trigonometrijsku jednaéinu sinz + cos 2z = 1.

sinz +cos2zr =14 sinz +cos?z —sin’ 2 = sin®z + cos? r & 2sin’z — sinz = 0 & sinz(2sinz — 1) = 0.

Iz uslova sinz = 0 dobija se 2 = kr, k € Z, a iz uslova sinz = % dobija se z = £+ 2km k € L i
r= %‘T + 2k, k € Z. Skup resenja jednacine je z € {kr:k € Z} U {§ + 2kr 1k € Z} U {% +2km: k€ Z}.
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a)

b)

Dat je binom (a + b)n. Odrediti n tako da zbir prva tri binomna koeficijenta bude 46.
Iz uslova () + (1) + (5) = 46 dobija se 1+ irH—n(ﬂT_” = 46, odnosno kvadratna jednaéina n?+n—90 =0
¢ija su resenja n; = 91 ng = —10. Kako n £ N trazeno resenje je n = 9.

9
U razvoju binoma (,r + —2) naci €¢lan koji ne sadrzi z.
T

2] 9 9
(.r + %) = Z (i)x"‘(‘r*"?)gf’k = Z (2)1?3}“’18. Iz uslova da ¢lan ne sadrzi r dobija se 3k — 18 =
k=0 k=0

0 = k = 6, tako da je trazeni ¢clan (g) = 84,

Sedam radnika mogu da utovare jabuke za 15 dana. Sedam radnika je radilo 5 dana, a
onda su im se prikljuéila jog tri radnika. Za koliko dana su radnici utovarili jabuke?

Neka je x broj dana koji je potreban za utovar jabuka nakon pet dana (kada su se prikljuéila jos tri
radnika). Iz 7 : 10 = z : 10 dobija se 10z = 70 odakle je x = 7. Radnici ¢e utovariti jabuke za
b+x=>5+7=12 dana.

Zarada je ostvarena prodajom 3600 kilograma jabuka po ceni od 80 dinara po kilogramu.
Za koliko procenata bi se smanjila zarada ako bi se koli¢ina jabuka smanjila za 30%, a cena
jabuka smanjila za 20%7

Oznacimo sa » pocetnu kolicinu jabuka, a sa y poetnu cenu. Poctetna zarada je z = xy.

Koli¢ina jabuka se smanjuje za 30%, tako da je nova koliéina 2’ = 0.7z, a cena se smanjuje za 20%, tako
da je nova cena i’ = 0.8y.

Nova zarada je ' = 2y’ = 0.7z - 0.8y = 0.562y = 0.56z, tako da bi se zarada smanjila za 44%.



MATEMATIKA jul 2009. godine

1 Regiti neiednaci - 4
5111 nejednaciniu - .
’ ] r—2  x4+3
2. a) Resiti eksponencijalnu jednacinu 9% 4 6- 3% — 27 = 0.

h) Reéiti logaritamsku nejednacinu log,(z — 2) < 4.

et

Resiti trigonometrijsku jednacinn v2ctgr = 2sinz - ctgr.

4. a) Odrediti tacku S koja je sredina duzi BC.
b) Izracunati intenzitet vektora B_Cz' tj. duzinu duzi BC'

¢) Izracunati koordinate tacke D(xz,y) tako da éetvorougao ABC'D bude paralelogram.

a) Sa popustom od 20% knjiga kosta 2628 dinara. Za koliko je dinara sniZena cena knjige?

S.
b) Tri radnika dele zaradu od 30.000 dinara srazmerno ulozenom radu. Koliko dinara dobija svaki od njih
ako je radnik A radio 8 sati, radnik B radio 12 sati, a radnik C radio 20 sati?
Svaki zadatak nosi 6 bodova.
RESENJA:
1 . 1 4 11— 3:
Data nejednacina je definisana za » € R\{-3,2}. Tada je: P S 0= m >0

@re(—xﬁaﬂuz%¢

2. a) 97 46-3°-27T=0% (37)2 +6-3° — 27 = 0. Uvodjenjem smene ¢ = 3%, dobija se kvadratna jednacina
t2 4 6t — 27 = 0 éija su redenja t; = —91 ty = 3. Jednacina 3* = ~9 nema resenja, a reénje jednacine
3 =3jer=1
b) Data nejednacina je definisana za 2 — 2 > 0, tj. = > 2. Kako je osnova logaritma a = 3 > 0, vaii
logy(z —2) <4 & 2 -2<3" & r <83 paje resenje z € (2,83].

3. V2ctgr = 2sine - ctgz & 2etgr — 2sinz - ctgr =0 & ctgz(y2 — 2sinz) = 0. Zaz = g+ kr, ke 2 je
V2

2

}

+2k?r"»f1?=3£+2k?r,k6 Ziey2-2sinz=0,tj. sinz =

W= =

ctgr=0,azazr=

a) Sredina duzi BC je S (? O—IQ— J), ti. S(1,3).

h) Vektor BC = (3,5)—(-1,0) = (4,5), a njegov intenzitet, tj. duzina duzi BC' je \W =2 +52= /41,

¢) Kako je AB=DC, to je (=2,-2) = (3—2,5—y). Izjednacavanjem odgovarajucih koordinata dobijamo
J-r=-21b-y=-2t z=51y="T7.

5. a) Bez popusta knjiga kosta 2628 : 0.8 = 3285 dinara. Cena knjige je snizena za 3285 — 2628 = 657 dinara.

b) Ukupno radno vreme je 8+12+20=40 sati. Cena jednog radnog sata je 30.000 : 40 = 750 dinara. Radnik
A dobija 8 - 750 = 6.000 dinara, B dobija 12 - 750 = 9.000 dinara, a C dobija 20 - 750 = 15.000 dinara.
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