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Fakultet utvrduje jedinstvenu rang listu za kandidate koji se finansiraju
iz budZeta ili sami placaju Skolarinu. Mesto na jedinstvenoj rang listi odreduje
da 1i kandidat moZe biti upisan u prvu godinu osnovnih studija, kao i da li e
biti finansiran iz budzeta ili e placati Skolarinu. Kandidat koji nije stekao uslov
4 upis na zeljeni smer moZze se upisati na drugi smer ako ima slobodnih mesta
u statusu studenta koji se finansira iz budZeta ili sam placa $kolarinu,

Ova Zbirka je podeljena u Cetin dela. U prvom delu dat je Program za
pripremu prijemnog ispita iz Matematike sa 78 reSenih zadataka, Drugi deo
sadrZi Program za pripremu prijemnog ispita iz Hemije sa 149 reSenih zadataka.
U trecem delu dat je Program za polaganje prijemnog ispita iz Fizike sa 162
resena zadatka i 89 zadataka za samostalni rad. Cetvrti deo sadr7i Program za
polaganje ispita za proveru sklonosti iz predmeta Crianje sa jednim redenim
primerom.

Zadatke u Zbirci sastavili su profesori koji na Fakultetu realizuju
nastavu 1 vezbe iz odgovarajucih predmeta, i to: prof. dr Gospava Dordevic |
dr Milan Tasi¢ (Matematika), prof. dr Petar [lic, prof. dr Sinita Bordevid 1
prof. dr Dragan Cvetkovi¢ (Hemija), prof. dr Moméilo Kocié (Fizika) i
mr Srdan Cakic (Crtanje).

‘Zelja je autora da ovom Zbirkom omoguci kvalitetniju 1 lak3u pripremu
prijemnog ispita za upis u prvu godinu osnovnih studija na Tehnoloskom
fakultetu u Leskoveu,

Prodekan za obrazovnu delatnost
Profl. dr Milorad Cakid



Program za polaganje prijemnog ispita 12 Matematike

-

Kvadratne jednacine. Kvadratne nejednacine. Vietove formule.
Eksponencijalne jednacine | nejednadine. Logaritamske jednacine |
nejednacine. Jednostavnije iracionalne jednaine i nejednadine.

3. Aritmeticki 1 geometrijski niz.

4. Trigonometrija:  Prostije trigonometrijske  jednadine, osnovne trigono-
metrijske transformacije. Sinusna i kosinusna teorema i primena.

5. Planimetrija:  Podudarnost “trouglova.  Slicnost trouglova.  lzradunavanje
povisine ravinih fgura: trougla, Cetvorougla, kruga. Obim kruga, duZina
kruznog luka.

6. Stereometrija: Prizma, piramida, zarubljena piramida. Valjak, kupa, lopta -

povVTSing 1 zapreming.

&

Literatura;

|. Zivorad Ivanovic, Srdan Ognjanovié: Matematika 1, Zbirka zadataka i testova
za | razred gimnazije i tehnickih Skola;

2. Zivorad Ivanovi¢, Srdan Ognjanovi¢: Matematika 11, Zbirka zadataka i
testova za Il razred gimnazije 1 tehmckih skola;

3. Srdan Ognjanovic, Zivarad Ivanovié: Matematika 111, Zbirka zadataka za 111
razred gimnazije 1 tehnickih skola;

4. Vene Bogoslavov: Zbirka zadataka za 1, 111 HI razred gimnazije i tehnic¢kih
skola.

Mogu se koristiti i druge zbirke zadataka iz Matematike predvidene za srednje
skole 1 gimnazije.



Zadatak 1. Skratiti razlomke 1 zapisati uslove pod kojima dobijene jednakosti
vaZe:

! a- —Ra+16 )
. TT! py T
-
21 }‘—1 1'

yx-y)

3 a* +ab+a+b
a” +2ab+ b

4 ab+ac—c- —be

bt + ¢ + 2ab + 2ac -_
s u"{n’ -a’ +u+l} )
) u:(Su'} - 3a’ }+3{u: +a'1') )
 +8

e -.4}4- 8le-1)

Resenje:

] o —3d+lﬁ_u:—4a—4u+lﬁ_u[u 4] 4[:.: 4] (u 41.:1 4] i - 4
) b_[u? _...h,] B b[ﬂ(ﬂ' —-I-)] abla—4) abla— 4} '
az0,az4,b=0.

x’ '.—-: 1 _x 1{1.—'.}
x _',I:.t—_v} X y(x v) .1".1.*

2

=2 yX20, y20 x2y.
L

3 a* +ab+a+b  ala+b)+(u+b) (a+bla+1) a+1

. i+ b=,
EI'? +2ab + B {u + .’j]’ [I'-f " .‘}]3 a+h

4 ab +ac—e® —be _alb+e)-efp+e)  (btc)la-r)  w-r
" be4c +2ab+2ac  clb+c)+ 2alb+¢) (h+cde+2a) c+2a’
b+ec=20), c+2a=(.

5 a® (::r —u‘+r.r+|} Ll[r.'—!)+u+l] r; —a” -+u'+|) RS
Td baj 3a” ]+3{u +uj} 3a” {u—1}+3a [I+u 3u (a ~u® +u+|:| g
azl.



¢’ +8 _{r+21:3—2r+4}: (e+2)e? =20 +4)

Ale-a)+8c-1) ¢ —-4c* +8c-8 ([e-2)° +2r+4]—4r:(c—1}_

[1-—2)‘€‘+2c+4-4r) (5—21:' —2u+-l} c—2
Zadatak 2. TzvrSiti naznaCene operacije:
a 3a 2ax
1. + e
ga—x @+x g —-x°
16x—x"  342x 2-3x
2. = + — %
x° =4 2-x x+2
3 a1 ) B
o (a+b}J a+h {a+h]’l '
E S " .  JL
4 4x° - By +21. fx _}+‘3.t ¥y ok=x .
X xT=2ay 2
15 sx s (3 1 oy ).
5. | ===
y' ¥ x v ooy 2
6. H—Z[ :I-u L, ]:
a=-4\lg* -9 6-3@ a+2
7. i+-"’: ] E+-"-J-+1 +-—2—: l+lJ ;
b a b a alr \a b
Resenje: _
| a_, 3a 2 _ a  3a 2ax _afa+x)+3ala - x)-2ax
T a-x a+x a'-x' a-x a+x la-x)la+x) (a—xNa+x)
_a"+.-.:_t+3¢:|2—3a.l.'—1cu_ da* — dax - 4u{u—.r] _ da

(a—xNa+x) Ca-ada+x) (@-xarx) a+x’
a-x#0,a+x=0.

5 Mox-x* 3+2¢ 2-3x_ 16x—x'  3+42x 2-3x
- 1 —-a 2—u X+2 [.l-ZI,t-f 2] x=2 x+2
dex—a” —(3+2xfx+2)-(2-3)x-2)

(x-2)x +2)
C16x-xt -3 —6-20" —dx-2x+4+30° -6 -2 |
(v—2)x+2) (v —2)x +2) x+2'

x-2#0, x+2=20.
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3 8 o e d —“:"(‘”"E’f+|_H:—u1-2ab—b:+l__
; (g+|h}"‘ a+h {a+b]1 (ﬂ+-{?]3 (u_'_b}!
B _2:1-‘J+:'!:~!

[u+h:l}

2.4':(:1 —4_1.';.r+4y1 )+ =1 _

[ ] At _pd okl iy
iz dx” —Bxy L2 Ili.t ¥ +1H,t y- - l=x_ Lx~By 4 :
1 x' =2xy 2 M {r-2y) 2
_4s-8y 2x-2yf LEol_ -8y 2 -2;-]+ x=1_
1 e-2y) 2 1 x 2
2l By )+d(x—2x)+afx—1)  Ba® —16ay+4x—By+aT -y
2x - 2x
92" +3x — 165y ~ 8y 3u(3x +1)-8y(2x +1)
2x 2x

e e e . | #

5 [I.‘i.t'1 3 5] [11'2 L ]_ 15x' —5x%y? 59" 3’ —x%y? 4yt

.""LI },: 3 ¥ y 4l yix J'] I
5(1-."' ~xiy? 4 1"1) ayt v
_ _1.‘ .00 : . - :5_+ x=0, }.';\:H_
oy It =x"y 4y ¥

{ a-2{ 4a o a ) a-2 4a i a
1. I + + = + -+ =t
:f—-l[u'—.; 6-3a u+?.J a— (13—2 a+2) E[f-'.a—u} a+2
_a-2 ) 1’2:;—u{u+2]-+ jd{u = 2]_ 12a—a® —2a +3d” —Gu -
i — 3{&—2I¢:+2] e — 4 it +2)
2u° +4a . 2ala +2) 2ua

) = = ' a-40,
3[:¥—4I¢r+2] 3{:1—410.;-?_} 2[&-—-4}"14_2#“' a-4

7 (a rh.l [i+"_’1+2]+ 2 I+1 2 __u: F b7 ;r:+h:+2uh+ 2 l'!y+:f":
= Lk uJ' h a f ah \La b il ih ab J

1

a’ +.‘1:_ il +_2__ a b’ _u:-{rh: 2ab -
ab  (a+bY ab (a4 b)Y  (a+b) (a+b)

_a +2a£r:h' _(u+.‘r]' =1,az0,bz0, a+b=z0,
(@+by  (a+h)

Zadatak 3. ReSiti nejednadine:
I e+ 1) +2)+30 - x)< (x=1) ;



3. x=32

?

20 +1
3 S—E 2_4.‘:—3;
2 8 G
4. .1'-1-1} X .
T+ 2 x+1
5. 2.1:—35 .
x—=4
B Dol eny
2x+5
G e

{.l.—II.T-Z] 24
b iﬁ}—-’t_j

=1 x=3

Resenje:
Lo v+ 1)x+2)430-x)< (x-1)
43 4243-3x—(1-x)f <0

2 45-xT42x=-1<0

2x<-4
x<-2
T
2. : “|<f1 (=) x-2>0 A 2+ 1<V E-2<0A2x+1>0) (=)
X+
= x>2Aax< —%}u{x{znx} —%}[z} —% <x<?
3 8-25> 2 F=34 54
2 8 &
72 -36x > 15— 4(45-3)
T2-36x2> 15-16x+12
20x > 27-72 [ (-1)
Wx< 45 = x< B xc2
20 4
4 1] X
x+2  x+1
1:H——I-:.-[II
r+2 x+1
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(x+1F - x{x+2) ) I 2 4204 1= x7 =21 <0
(x+2)x+1) 7 (x+2)x+1)

m >0 za xel-=-2)u(-1+x)

2L-3

5. <1
X =i
2:*3_15.5: 2.1—3—r+45n
i—4 i—4
x”SL‘I Za .-:E[—l,-l}
x—4
6. 0< 31']{2
2x+5
3x -1 <2 - Jx-1 -0
2x+3 2x 45
3.1:—-I_ Z0' -1 >0 3x=1—4x—-10 <0 A Jx—1 -
2x+5 2x+5 24+35 21 +5
—x—11 2 dr=1 S0 : +11 SO Jx—1 o0
2x+5 2x+5 2%+5 2x+5

1% xe(-a-1 ]]u[-§.+ acJ

SN

3x -

2x+

Redenje nejednacine () < ;«: 2 je presek 1" i 2" 1j.

ve(-a -l I}u[%.+ m]

R S |
" T ed)
2

L 2 et - o2 o=
x* —1 2«0 X 112,1. + 6 4{{]; .1:+||5_r 5{1_1
(x—1)x-2) i =302 X =3k+2

3
X —-'ﬁ,t+5}ﬂ;

.1'2~3cr+z
: + 36730 .
8 —6.1'-4-5:{::.1-1.1 26*_‘J|3::"____n: -¥|:ﬁ;4=5:t::624=|
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_3£49-8
2 4

Relenje: xe (- =1)u(12)w (5.+ =)

P odx+2=0= Xy X =

R
|+
-
Lad

[
LI

§, A= K3
e =3
=3 Xx-5

. [x—3):—1:—11'—5
r—I x-3 =03 {x—I(i.r—}} J}U

-G +9-x" +5x+x-5
I:.!:—]KA’—S:I

Redenje: xe(-=1)u(3+«)

=11 == I
Py

>0 = (x-1)(x-3)=0

Zadatak 4. Resiti jednacine:

1. loglx=1)+2logdx+2 =1

2 fﬂgg.[,t: —11x +43)=! x

3 logx +1’ag(.r +3]=1 £

4, !:ng—fug-l_l_h:gg =fng{2x+3] 4
X

5

log,(x - l] b fergs ':;T "'2]: e

Resenje:
1. logle 1)+ angm =1
lag(x—1)+log(x +2)=1
fn,:e[x—]l.r+?_.]:'|
(x=1Xx+2)=10=x" +x-2-10=0=2x" +x-12=0

~1x4/1+48 *II?:&
2

Xy o = =

X =3x, =4
P 1

Medutim, kako je x-1>0 » x+ 2 >0, refenje x, = 3 ispunjava navedene
uslove za refavanje jednacine, a refenje X, = - 4 ih ne ispunjava.

2. logy(e* —11x+43)=2
¥ x443=5 = 2 -1 +43-25=0=x" - 11x +18=0

. JRLE: |£|—:f:1:|1i:.'r-ﬁ:u_l=112-z~‘,'=5.l_1[1=||-‘:=3

2
Kakoje x'-11x +43 7za x =9 =91 -99 +43 > 0 to je x = 9 reSenje
jednaline, azax=2=4-22+43 > 0to jei x = 2 reSenje jednacine.
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3, log x +.‘r.1g(.l. + 3}: 1

uslov: x>0 AXx+3>0=x>10
log x{x +3)=1

fr+3)=10=x" +3x-10=0

~344/94+40  -347

=& =22, =-5
2 2

X

12 =

ReSenje jednacine je x = 2 jer reenje x =- 5 ne ispunjava uslov x > (.

4, logx - lop

Py —lop2 = ;‘ug{?,_.l; +3)

uslov: x>0Ax-1>0A2x+3>04.
X}ﬂ'hx}=|.’\.t}—$:>x}l

fogx + fﬂg{.-.' - I}—h:g{lr + 3] =lag?2

.1'[_1' | }

2x+3

»* - x

2x+3

A —x=dr46= x7 —Sx—-6=0

5+4/25424 517
2

=X =0,x, ==]
- 1 2

log =log?2 =

=2

X

o

Resenje je x = 6.

5. log,(x—1)+log,(x +2)=2

uslov: x-1>0Ax+2=0 =>x>1
log,(x—1)x+2)=2
(r-x+2)=2 = 2 4+x-2-4=0= 12 4+x-6=0
~1£J1424  -1%5
2 2
Resenje je x = 2.

Ta=

=X =2x,==3

Zadatak 5. Reiiti sistem jednadina
logx—logy=2
logylogx=3

Resenje:
logx-logv=2
logy logx=3

Uslovix=0Aay=0

18



X

:‘rJgi =2===10"=x= 10y

¥ ¥
logy-logx=3=logy-logl00y=3= log _\{!og 100+ [og ‘1.'] =3
log }'{2 +lag y} =3
2ogy+log®y-3=0 ; logy=1t

P 42u-3=0=1, =‘2i;”2 =228 i iy =aa

logy=1l=y=10
: 1 1
logy=-3=2y=10" = ——= x, =100- ¥, = 1000; x» =100y, = —
: : oo = "2 =10
Resenje sistema jednacina je:
(x,.% )= (100010)

)55 500)

Zadatak 6. Resiti jednaline:
1. log3+ %fﬂgal + fﬂg[ﬂ.\' - I} = J'ng(r + 2J+ log2’ ;

2. 1+logy(x—=1)=log, 4 ;

*

3. Jlog, x —log, 8x+5=0.

Resenje:
1. log3+ %.‘og 4 +log(5x —1) = loglx +2)+ log2*

log3+log 2+ log(5x — 1) = log(x + 2)+ 3log2
log(5x = 1)~ log(x + 2)=2log2 ~log3

%=1 =i=>15x~3=4.r+ﬁ=-11x=II::.r=I
x+2 3

ReSenje rednacine je x=1, jerje5x-1>0 i x+ 2 >0, §to je potreban uslov.

Z. 1+i'tagl[.t—l}=fag',_l4
uslov :x-1>0Ax-1=1
x>1nax=2
2

smena : log,(x—1)=t=r1+1==
log(x—1) T Pafe-T)=b= t

log,(x=1)+1= log, 4

-
&

i +r=2
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~1£148  -113
2 T2
.fugg{.l'—1]=1:=- x=l=2=x=3

!‘11-1—2=ﬂ=:-f|_,= :}‘ul:l“-::_z

logsfx—1)=-2=x-1=2* =0 = —+1=

b | =—
4= |

3. Jlogs x —log,8x+5=0

uslov: x>0 A logax=0 = x> 1

ylog; x =log, 8=log, x +5=10
.,”|'.’|:r_g.E x=3-log, x+35=0

smena : JJlog; x =1

t=t* +2=0/(-1)

X +
R s s A .

.,Ilfr)g: x=2=logix=d == R
Jlog, x = -1

Zadatak 7. ReSiti nejednacine:
1. !ag;[xz—ﬁx+6}{ﬂ:

2. 2loga> fc.ig= x

3. log, [1': —d4x +3)$ -3

1

4. log, =

bl .
41
Resenje:
L. logs* ~5x46) <0
54425-24 5+

2 2
oblast definisanosti © ve (-« 2) (34 =)

Ing_,(.r: =5x 4 'El}{ﬂ — l.-.': - 3K 4 h_} <] = 2-85x+5<0
54425-20 5445
2

=
(5-45 5445
b2

Resenje: .re[ s

uslov: +° -sSx+6 =0 = iy =

=xX —.3,_'(: =2

[ I

.ihﬂgzw 5+\'I'§.

]n{— x2)u(B+x) (=) ve

20



2. 2logx> log* x
uslov : x=1)
smena : logr=1
2> =5 -1 =0/-(-1)
=21 <0
i-2)<0 =>1(02) = O<logx<?
logx<2 A logx=0
x<10® A x> 10°
l <x < 100

3. fug_l (Iz —d4x+ 3)£ =3
3

uslov: ** —ax+3>0 = x, LAERIR 412:_1” =3,%; =1
- 2 2

Dakle : 17 xe(-ec1)u(@+x)
fog, [,rl —dx +3}$ -3

o |
W —4.1+32{%] = ' —4x+328=x" —4x-520

42416420 _4+36 416 _
2

2 2

12

3 n=51=-1
2" xel=~1]ufsse)

ReSenje nejednakosti je presek 171 2"
xe - :ac.-l]u [5.+ o)

x—1

4. log, <1

x+1

x=1
uslov ;

= ()
x+2
1" xe {— :-c.—I:Iu{i.+ nc:l

.t—l{] =%, .'t—I':;2 = 2 <0, .r-l-br—l{
-] x+1 x+1 x+1
—-x—3 r+3

S § I ~ ()
x4+l 41

2" xe (- oe-3)u -1+ )
Redenje nejednadine je presek 1"12" xe (- «-3)u(1+ =)

=1

log,

1]
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Zadatak 8. Resiti jednacine:
1. a"-a” -a'+1=0;

2. 3'.5"1=as5;

3. 497 L16=10.2¥2 =

4, 5'-57'=30;
p 5
6.

|— Er..‘-ujx.._j-i—} .
B G -5
g 'l
T gree g 2"“‘5‘=1.

Resenje:
1. a* =g =a’%1=0 [H;lt”

a —-ll-a’ =g =1 c.‘{l——%—}:ai-]
v a
3 P
x & -1
a =ui—].|'.'c.|j-1]; a—j:l:ra’:ﬂJ::»r:E
i a
- T R

3".5".5'=45; (3-5"=45.5; (15) =3-15.5
(15)' =15° = x =2

3. 4" L16=10.2¥%2
2 g =10.2Y0 0 ;uslov: x22; smena: ¥t

3 V100 _10+6

"=k +16=0 ; r.z—mi = =81, =2
2 2 )

2V 2g= Vil ool o x-2=3=x-2=3F =x-2=9=3x=11;

2,,,-{- 3 =2 = Jx-2=l=x-2=1=x=3

3-x

4, 58" -5 =20
5 -5'.5"=20: smena:5'=t (t>0)
r—%-:ﬂf 1
*—125=20
P o200 125=0=51,, =2”*"“T+5m = 2“:3“ =1 =250, 25

5 =25=x=2

22



1 1 |
2J: —--—-2' o ]______37___‘_ 31
2 8 9 7 /

: .

~gigtER
o »ifsica) i T :
2" F=3.2"Y 2 27 =g, smena: 2V P =1 uzuslov xP-2z20it>0
5 3
A3y 12

2

3449416 345
4 4
2V oot —2 =1 a-1=4 -2, (x=1)20

#F -2x+1=xt -2::—21'=—3:>x=-;-

22 —-3-2=0=4, = = =21 ;_%

Zadatak 9. Tsracunati vrednost 1zraza:

2

o 5w i

8 16 2
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Resenje:

Zadatak 10. Resiti sledece jednacine:

. R I o

0.

11.
12;

. 2
Jxinxy-2ros” x=0 3
cos’ x—rcos Icos2x =0 ;

I+deasx+cos2x =0 ;

w %
ol x+— | —crex=0 ;
5{ 3] £ ’

sin2x+gx—2=0;

sindx =xindx |

Sin3x = cosdx
sn2x—xinx=0 ;

&N~ X+cosx=1 ;
0 X )
sin—+4cosx=] ;
2
) - 1
HAX+ o8 X==—
4

cofx—cos2x=1 .

Resenje:

1.

Isinx—2 r.'r:u.'r1 =0
3snx— 2(] —sin’ .r)z ¥

Isinx—2+25n " x=0 SmMena: sinx=i

24



-344/9416 -315 I

200 +3-2=0= 1, = ==ty nel

4 4
T Fi 4
| 1 . == +=
SIx=—=8inx——=0=sinx—sin— =0 == 2zin - CO8
2 2 6 2
T i d
Xx=-= X —
sin—8 =0 ili cos—DO8 -0
2 2
i "
e ¥r=
5 _0+kn ili 6 _%  in
2 2 2
.t—f-=’l.’u: ili .t+£=':r|.-+2.:'x
§] [
x=Zeokm il =%+zfn (ke 2)

cos® X — cosxeos2x =0

c‘c.r.s'.l:(fm': T = m:."l.x]: D=>cosx =0 ili cos® x—cos2x =0
T
oy x=0=x =~i- + ki

2 i 9
cos” x—cos2x =0 = cos” x —cos® x+s5in x=10

sin"t=0=sinx=0=x=Ix

I+d4cosx+oos2x=0
cos” X —sin® x+4cosx +3=0
2c08” X —1+4cosx+3=0
2cos- x +4cosx +2=0

cos* X+2cosx+l=0

(cosx+1F =0= cosx+1=0=cosx=—-1=>x =m + 2k

r3{x+£ —clgx =0
3
i T
Siﬂ[I-F'a-J
CoNX
——=0
T snx
cofj X +—
=4




) o T
SR X 4+ — [ FINX — o5 X O08 X+
( 3] { 3]
i i3
SHIJ.'(‘-?J{.T+ ]
3
T

fﬂ&'[r'i' i +.I]
_— = S oan

e
SinXCos| X +—
3

ru{]!.r+£]=ﬂ:=-2.t+£=£+krr
3 . T

=0

2.1'=E—£+hr:=2x=£+k:r:.~x=£+f£ , ke’
3 (3 12 2

5. sin2x+wgx-2=0

e | 2 2
sin” x+cosT x=1/:%in" x

2
1 1 ! +
1+ — = 7 = g -; 1 — 1
igtx sinT x tg x sin x
g mx " I
ST x =--S_1::-.ﬂﬂ,1'=i-
I+ig-x Vi+1gix
sin” ¥ +cos” x= 1i: cos® X
. |
sin"x 1 - 1 1
4 ——= s ::»I+:gﬁ.r= > :>ca.52x=—-~—, ::-rns.t=———|
CosT X rosT X cos® x I+tg°x ||]+Ig:.1
% . Hex
SMZx =2 8NXEOsx = -.-_.‘5;
l+1g°x
2px
—gj+rgx -2={]f-(1 -ngx)
14127 x

Qtgx g gty -2 -2 x =0
rgjx—2f31x+ﬂgx=2=ﬂ smena: fgx=t
217 +31-2=0
[i—]ilz—I+2)=[1=~[I‘-I:I:U=:>I=lA[:—I+2a¢f.'l

fgr:l::-.r=£+krr
4

6. sinsx=sindx

sinSx=gindx =0

. hx—4 Sx+4 \
25N . xca.c AV =ﬁ=~2:in%¢:az%'-r- =




8.

9.

7.

.ﬂuizﬂ i1 ‘_059_1 =}
i 9x
— =k ili —==+ix
2
y=2tr i =%+ plez
9 9
sins5x = cosdx
sin 5.1'—(&54.1’:ﬂ:.fin[jx]-sin[£—4;] =0
2
T FiY x T
Sx—-—+44x  Sx+——4x Yx—— x4+—
2 sin o 2 =0=2sin o8 2
2 2
gy -2 i
sin Zo0 il cos 20
2 2
Yy — - v+ 2 +
2 _kn ili 2 -Zyix
2 2 2
9x-Z ook ili x+Z=me2ln
2 2
2k =
PR i) ili x=Z oln
18 9 2
SN2y =sinx=10
, 2x—x 2x+x
25in oy

S Y s ok

X i
sin—=0 ili cox—=1)
2
X o 3 &
= =km il —=—+lx
i T 2Ux
=2k ili T=—f—
3 3
s 2
ST x+ecosx =1
l—cos® x+cosx—1=0
—cos® x+eosx =0 = cos .l:{l — 0N _1.'} =
cosx =10 ili l-cosx=0
T roy
r:-:j-+k:r|.' ili cosr=1=xr=2n
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101 :in§+cas.t =1

.-ami + o5 i—.ﬂ'nz o 1= siu'—t—+ 1-25in" S 1
2 2 2
sin= - 2sin” X 0= smi 1-25in f-] =0
2 2 2 2
sinZ =0 ili 1-2sin= =0
2 2
X i x 1
—=kx ili sin—=—
2 2.2
x=2kn ili i:-i-i-ﬂ:r ili i=-5-E-+2:'n'
6 2 6

ReSenjeje x=2kn ili x=Zraim il x=%’£+4§x

2 |
11, sinx+ecos® y=—
; 2 1
stnx +1—sin x:I,h(_]}
sin’ .f—.ﬂ-ﬂx--i:ﬂ

I':.SI'J'II:I]IE - 1+41+3 s 142

2
i x=2®iolg
6

12. cosx—cos2x=1

CO5 X —CO8° X+ 5in® x=|

=5 [.s'l'u:t'}1 # -:—.I:s'r'ux]z = -;— — —% + 2k

5
COSX— oS- X +1—cos® x = 1= —2cos® x t+eosx =0

r_'r:a.'r.r(] - ZC‘(J'S.I)-‘= 0

cosx =0 ili 1-2cosx =0

=" ikn i msle:ﬁx:if—*ﬂlr
2 2 3

Zadatak 11. Dokazati jednakosti:

cos* (2?!]” ua) N sinI(Z'?U"" +a)

- -1
sin” {90° +a)

1
cos® Gn“ -
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2 1-2sinxcosx i 2sinxcosx

= = - =SINX+ 005X
SN X=cos” x  SNX+cosx

Resenje:
' cos’ (ﬂﬂ" - a) + sin’ [z?n“ = a) sin” a cos’ a
. = +

[ | | [ -
sin® 19{]" + a] ! cos® (‘,:Jl.".ir1r —;) i oy o ! sin” @ i

2 2 .3 2 ) 2 . 3 2
SN OosT o T s ooy NinT oo o i SN @cosT o

3 3 a 9
| —cos™ o =g o s o COsT
=rost a +._.'uiJ'i2 a=1

2 | -25inxcosx  2sinxcosx

= - sk 4 cosx
¥in®x—ros® X SINX+COSX

g )
[.i'iﬂ‘.l' = 8 i'] 2SI xcoNx RN = s

(sinx —cos xlsiu X+ o8 .r) SN+ oy = (stnx—cosx I.w'u X+cosx) *

A e
2ENXCcos X 1+ 2sinxcosx {3”! X+ Coy _l'}-
i = =

= - - = SINX+COSX
sinx+cosx SINX+CO5X SINX 4 Cos X

Ladatak 12. Tzracunati vrednost izraza
TS Y Jinx

-——— akoje sinx=06 , x< .
1=igx cigx—1 2

Resenje:
sinx =06

COsX = 1{1 -067 =1-036 = ,Josd =08

sinx 06 6 3 4
fgx= S—=—==— clgx=—
cosx 08 8§ 4 3
0, 0, .0, s
cosx _sinx 08 06 _4.08 06 3__3-2_“3:'_4
I~tgx cge—1 3 4 4-3 4-3
4 3

Zadatak 13. Dokazati da je

2oos2x+1
—_—=2rasr -1
2eosx+41
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Resenge:
2eor2x+1 2c08° x =2sin° x+1 s 2eost x—2+2cos” x+1

2eosx+ | Qeawx +1 Zeosx+1
_4cos” x—1_ (2cosx - IIE cosx+1)

2eosx+1 2eo8x+1

=2cosx+1, 2Zeosx+1=0

Zadatak 14, Dokazati jednakosti:

1. [l +1gx + . II +igx— -—I—] =2gx ;
N X CEN X

T
5 l+5mn2x N Eﬂn{%_.[]

SIRX A+ cosx

Resenje:
1 1 1 1 |
l. [I+£g,a;+ 1+ gy — —— =[1+rg.1')2- — =+ +ig - ——=
CEs X CEN X L [ATa T
| I .3 3
sin- x — XN X rastox
=142 b — - T =+ gy ————— =1 + gy~ ——— = 21
COST X ookt X o85S X Cos” X
3 .
1+sth2x 14+2sinxcosx _ (sinx+cos .t}' :
2. : =— = =HRX+COsN =
SINX + COg X KRN+ Coxy SINX+ o8 x
T w
. +X—-X F——+x 2x-
Fid o 2 4 2
=HAX 4S5 ——x|=2xin= COF = 2 5in—cos =
( 2 2 4 2

o) il

2

Zadatak 15, Kolika je vrednost izraza

(@a+1)" +(p+1)" akoje a=E+v3)' b=l-3)".

Resenje:

(a+1)" +(p+1)" =[[2+\E] ; “]_I +[(2--E] | +1]hl =

3n




[.m ] [3 I] 2443 2-V3 _[+BB-B)ib-VE+VA)_

2:45 ) 33 3B BBk
E: Zﬁ+3 3= 3+6+1-\.'r_’_- iwﬁ 3=E_1
9-3 6

Zadatak 16. Izracunati vrednost izraza:

[Jﬁ— 245 - Jﬁu-.f"s‘]:

Resenje:

(y(ﬁ—'lf—Jﬁ+1J§]_

6-245 :(-.-—.F;Jgr =a’ —Euf!£+5h: —a +5b° =6 A ab=l=a=1b=1
6-245=(1-v5)

6+2J5=(1+5)

{Jﬁ' NE-‘J{ME\J‘E]J =J(I—J§f —J(H\ET =V5-1-1-45=-2

T+l

Zadatak 17. Resiti nejednadinu 4> 2 = |

Resenje:
r+]

g
|

. - |
27> 2 3y > 14—

A

I It : .
Sr—j—tnig= 2 =X ot S0 A0 (2Pl <O AXx<0)
x iy
2 1++/1+8 143 |
2" —x=l=0= x5 = B - = X =lix =—-—=

Refenje nejednacine je  xe [ - 111{!} ull+a)

Zadatak 18. Tzracunati vrednost izraza:
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| =

[JEE—1+J33-2 e f]{ 343]7
[Jmaf—Ju—ﬁ-ﬁJ'.

Resenje:

2
L [v’i—l+£—z 3-43 31 3-4 9-3
=[J§+1—34§—ﬁ+15 ;JE @E+5};:[_2J3m5+l§%;£iyJ§+5}%=

) ,.4£-ln+15+51‘3_[ﬁ+5); :[£+5}; _VWB+5

18 Y (o), ), bl

F

9% [Jllwﬁﬁ--g"u-ﬁfl =i\\{ b+v2) - J(3 v'r_)']
=B+v2-3+42) =@2f =4-2=8

Zadatak 19. Dokazati da svaka prava koja prolazi kroz sredinu srednje linije
trapeza 1 seCe paralelne stranice deli trapez na dva dela jednakih povrSina.

Resenje:
i iy i Gilhs R : . a+bh ,
Povriina trapeza Cije su osnovice a i b 1 visina h jednaka je ——h. Kako je

a+h

duZina m srednje linije trapeza, povrsina je m-h. Prava koja prolazi kroz

sredinu srednje linije trapeza | seCe paralelne stranice deli trapez na dva trapeza
sa jednakim visinama i jednakom srednjim linijama. Prema tome, ovi trapezi
imaju jednake povrsine.

Zadatak 20. Dat je trougao i jedna prava L koja ne sele trougao. Dokazati da je
zbir normala spustenih iz trouglovih temena na pravu L jednaka zbiru normala
spustenih na istu pravu iz sredina trouglovih stranica.

Resenje:
Oznafimo sa M,, M,, M, duZine normala koje su spustene na pravu L redom iz
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temena trougla A, B, C. Neka su zatim m;, m., m; duZzine normala spuitenih

. . . . —— . . M +M,
redom iz sredina stranica AB, BC i CA. Sabiranjem jednakosti — 5 ~=m,,
M, 4 M, +M .s ‘ :
u:m, JPi i i FES S dobijamo M, + M, + M, =m, +m, +m;, &ime je

2 - 2 - - B

r4 =)

dokaz zavrien.

Zadatak 21. Dat je pravougli trougao Cije su katete @ 1 b. Prav ugao tog trougla
podeljen je polupravama ¢ i p na tri jednaka dela. lzracunati duZine onih
polupravih p i ¢ koje se nalaze u datom trouglu.

Kesenje:

1z sli¢nosti trouglova ABC i DBE izlazi
Jednakost

n p\G

5 2 2ul

_—= = 7=

g‘! a i+ Ijvg
Sli¢nim postupkom se dobija

Zab
i =
b+ U\E

Zadatak 22. Neka je E sredina stranice AB kvadrata ABCD. Odrediti u kojoj
razmeri duz DE deli dijagonalu AC.

Resenje:

Neka je P preseéna tacka duzi DE i /
dijagonale AC. Trouglovi AEP i CDP s

su sliéni, odakle 1zlazi da je 4
AP:CP=AE:CD=1:2, P
jer je E sredina stranice kvadrata. \
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Zadatak 23. Oko trougla ABC opisan je krug i u temenu A povucena je
tangenta kruga. Prava paralelna sa ovom tangentom seCe prave AB 1 AC u
tackama D 1 E. Dokazati da tacke B, C, D1 E leZe na jednom krugu,

Resenje:

Treba dokazati da je Cetvorougao BCED tetivan,
1). da vazi jednakost

< DCB + <CDE = <« EDB + < BCE

tj. da je < EDB + <« BCE =m.

Neka je < DBC = [i i < BCE =v. Sa slike se vidi
da je < BFA =¥ jer su to periferijski uglovi nad
istim lukom. Cetvorougao GDBF ima dva prava
ugla kod temena G i B pa je

<EDB=n—-vt. <« EDB+vy=m,

Cime je dokaz zavrien.

Zadatak 24. Dat je paralelogram ABCD. Na pravama AB | BC izabrane su
redom tacke H i K tako da su trouglovi KAB 1 HCB jednakokraki ( KA = AB.
HC = CB ). Dokazati da je trougao KDH takode jednakokrak.

Resenje:
Kako je AK=AB=CD, CH=BC=AD i kako je
< ABK = < AKB (jednakokraki trougao), D C

< ABK = < HBC (unakrsni), b
< HBC = « BHC (jednakokraki), -
< BAD = <« BCD 10 je <« KAB = <« HCB 1. | H“‘-\

vazi AK =CD,CH = AD, <« KAD =< HCD A% i
pa je &4 KAD = A DCH. Iz ove podudarnosti \ /(,ff il
sledi DK = DH, 5to #naci da je trougao KDH L% /,/

jednakokraki, $to je i trebalo dokazati.

Zadatak 25, Tacka S koja lezi u unutrasnjosti pravougaonika ABCD spojena je
duzima sa njegovim temenima. Dokazati da je zbir povrSina trouglova ABS 1
CDS jednak zbiru povriina trouglova BCS 1 DAS.
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Resenje:
Neka su stranice pravougaonika AB = CD = a, BC = DA = b. Zbir povriina
trouglova ABS 1 CDS iznosi

aly  ah,

. u . e . " .
S +8 =—=+—===h +h;), gde su h, i h, visine ovih trouglova sputene iz S.

Kako je f, + h. = b dobijamo §, +5. -_L:;. Prema tome, zbir trouglova BSC |

DAS je takode %’ﬁ . Jer Je povriina pravougaonika ab.

Zadatak 26. Dat je trapez ABCD sa paralelnim stranicama AB i CD. Ako je
M sredina stranice AD, dokazati da je povriina trougla MBC jednaka povriini
trapeza ABCD.

Resenje:
Ako je f visina trapeza, tada trouglovi ABM i CDM imaju jednake visine koje
1Znouse 'i—: Neka je AB =a 1 CD = b. Zbir povrdina ovih trouglova je:

< 14 / o | . : . - S
i P I{-: +bYi, ato je polovina povriine trapeza.

Zadatak 27. Ako se u trouglu ABC visine 20 cm povuce duz DE paralelno sa
osnovicom AB, dobija se trougao DEC ije su stranice: DE = 14 ¢m,
EC =13 cm, CD = 15 cm. Odrediti stranice i visinu trapesa ABED.

Resenje:

Primenom Heronovog obrazea nalazimo povedinu trougla DEC. Ona iznosi
P’= 84 cm. Na osnovu toga izradunavamo visinu i* ovog trougla spustenu iz C
na DE, tj. #"= 12 cm. Kako su trouglovi ABC i1 DEC slicni, pri femu je poznata
visina h trougla ABC iz proporcije AB : DE=BC :EC=AC:DC=h:I'=
20 ¢ 12 dobijamo .-1!4—L?r-ar:. BC=220m, AC=250m. Pomodu ovih elemenata

Jednostavno se dobiju stranice 1 visina trapeza ABED.

Zadatak 28, Dat je jednakokraki pravougli trougao ija je hipotenuza jednaka
I. Nad njegovom katetom, kao nad hipotenuzom, Konstruisan je drugi
Jednakokraki pravougli rougao; zatim je nad katetom ovog trougla, kao nad
hipotenuzom konstruisan treci jednakokraki pravougli trougao itd. Tzracunati
zbir povrsina svih tako Konstruisanih trouglova.
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KResenje:
Povriine konstruisanih trouglova obrazuju geometrijsku progresiju &iji je

koli¢nik -_IT Povrsina prvog trougla je _—1— pa je zbir § svih povriina

Napemena: Kateta jednog trougla je 2 puta manja od katete prethodnog trougla, 3o
znaci da katete konstruisanih trouglova obrazuju geometrijsku progresiju  sa

i |
koliénikom — . Kako je kateta datog trougla —lr. zbir 8§ svih kateta iznosi

V2 V2

T DR B

V2, .1

V2

Zadatak 29. Dokazati da tacke simetri¢ne ortocentru trougla prema stranicama
trougla pripadaju krugu opisanom oko trougla.

Resenje:

Dovoljno je dokazati da ova osobina vazi samo
7a jednu tacku. Posmatrajmo trougao ABC oko
koga je opisan krug. Uglovi ABC i DEC jednaki
su kao uglovi nad istim lukom AC. Sa druge
strane je < COD=< ABC jer su to uglovi sa
normalnim  kracima. Na  osnovu  toga
zakljuéujemo da pravough trouglovi ODC i
EDC imaju iste uglove. Kako je duz CD njihova
zajednicka kateta, ovi trouglovi su podudarni pa
je OD = DE. Prema tome, tacka E je simetrifna
tacki O u odnosu na stranu BC.

Zadatak 30. Na kruZnici su date tacke A 1 B 1 tacka C na manjem od lukova
odredenth tatkama A 1 B. Iz tacke C spustene su normale na tetivu AB 1 na
tangente kruZnice povucene u tatkama A 1 B. Neka su D, E 1 F tacke preseka
tih normala sa tetivom AB i tangentama. Dokazati da je CD* = CE - CF.
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Resenje:

Upisimo u kruznicu pravougle trouglove
BCG 1 CAH. s tim 3to su AH i GB precnici.
Ugao CAB jednak je uglu CGB jer su to
uglovi nad istim lukom. Uglovi CGB i CBF
Jednaki su jer imaju normalne krake. Prema
tome, < CBF = <« CAD &0 #nadi da su
pravough trouglovi CBF i CAD sli¢ni. Na
tsti nacin se dokazuje slidnost trouglova
EAC 1 DBC. Na osnova ove sli¢nost

. CF ¢b ;. CE D .
nalazimo —=— | —=— odakle je
8B CA A OB
CF - CE = CD’, &ime je dokaz zavrien.

Zadatak 31. U kvadratu ABCD konstruisan je jednakokraki trougao PAB sa
uglovima na osnovici AB jednakim 15", Dokazati da su tacke P, C i D temena
jednakostraniénog trougla,

Resenje:
Trougao PCD  je  jednakostramican  ako je

e

njegova visina Pr ~——. gde je sa a oznacena D : C
stranica kvadrata, 1z trougla FBP nalazimo: ‘\\

of it o = . —
PP =—tpl5" =—Ip =3 l==—12 = ——

5 w15 5 F,:,(—lj 3 ) 3 fl. -u'.i} 1 5 V3 \
odakle je 3 a'/
P.ﬂ-;_u-.*-,v:u-[u--‘L.ELEJE_ R

Nl g B P

Ovim je dokaz zavrien. A E B

Zadatak 32. Za koje vrednosti v funkeija fix) = x°- 2ax + ¢ - / ima minimalnu
vrednost i kolika je ta minimalna vrednost? Ispitati znak minimalne vrednosti i
dati rezultatu geometrijsko znafenje.

Resenje:
Funkeija fix) ima minimalnu vrednost za v = . Ova minimalna vrednost iznosi
fla) = - @ + a - . Diskriminanta ovog kvadratmog trinoma je negativna, %o

snact da je minimalna vrednost funkeije fix) negativna za sve vrednosti a. To
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rnadi da funkcija fix), koja je takode kvadratni trinom, ima realne 1 razlicite
korene za svako a.

Zadatak 33. Ako su x, i 1 koreni jednadine ¥’ + px + ¢ = (), odrediti p i ¢ tako
da x, + 1 ix + [ budu koreni jednacine x° - p'x + pg = (.

Resenje:

Ako su x, ix; koreni jednadine ¥ + px+g=0tadajex, + / + .+ [ =-p+ 2,
(x, + e+ ll=xx+x,+0+1=g-p+ 1. Prematome, x, + [ ix, + [ su
koreni jednaCine ¥ + {(p - 2)x + q-p + 1 = 0. Kakosu x, + [ i x, + /
istovremeno koreni jednadine ¥ - p'x + pg = (0, dobijamo sistem jedna¢ina
p-2=-p,q-p+1=pqg

Iz prve jednacine nalasimo p = [ ilip = - 2. Za p = | druga jednacina se svodi
na identitet ¢ = ¢, $to znaci da q moze biti proizvolino. Za p = -2 imamo g = -/,
Dakle, resenje zadatka glasi: p = [, g proizvoljinoilip = -2, g=-[.

Zadatak 34. Odrediti vrednost parametra m tako da koreni v, 1 v, jednadine
x = 3mx + m = 0 zadovoljavaju uslov v, + 1 = 175 Odrediti korene
jednacine u tom sluéaju.

Resenje:
Kako je x," + x, = p' - 2q = 9 - 2m° = 1,75 dobijamo m” = 0.25 tj. m = £().5.
Zamenom m u dato] kvadratnoj jednaini dobijamo  dva para Korena

i o '&bl‘fg} i "‘I?zi(_j'!"‘dlrg]'

Zadatak 35. Odrediti vrednost parametra m tako da Koreni jednacine
YAm-Dx+m +4dm-12=10

zadovoljavaju uslov x° + x° = 34. Rediti jednadinu za dobijenu vrednost
parametra mi.

Resenje:

Kako je XX =p -2g=3,gdejep=m-1ligs= n' +4m - 12 iz ove
jednacine nalazimo dva reSenja my; = -1 i my = -9. Za m = m, dobijamo
kvadratnu jednadinu ¥ - 25 - /5 = 0, iz koje je x, = S i x; = -3. Zam = m,

dobijamo kvadratnu jednacinu x - /0x + 33 = 0 &iji su koreni kompleksni 1.

. |'_ - | #
=5+ 242 | a.=8-&



Zadatak 36. Dat je kvadratni trinom &(x) = (p - 2)¥ - 2px + 2p -3, gde je p
realan parametar.

Resenje:

1" Nejednakost k(x) <() ispunjena je za svako v ako je koeficijent uz v manji od
nule 1 ako kfx) nema realnih nula, tj. ako je diskriminanta kvadratne jednadine
kix} = 00 manja od nule. Prema tome, iz sistema nejednacina

p-2<0, p-(p-2)(2p-3)<0 dobijamop <.

; . 1 | 3 7 2 3 i
2" 1z jednadine — =2 1. X+ x = 2(x6) dobijamo
Xy xS
2p _2?._:3—3:_2[2_;:—3] _
P-2, p-2 \p-2

Svodenjem ove jednadine nalazimo 4p” - [9p + IS =0 = p =1, m 22
2

Zaista, za p = p, = | jednadina - ¥’ - 2x - | = 0 ima korene x, = v, = -/ za koje

je L 4-4:2. Za p=p, =14—5 jednadina  7v - 30v + 8 = (0 ima korene
L X3
Kz = l:::-i'ﬁ za koje je takode L_+ l =7,
Xy Xy

Zadatak 37. 1° Ako su x; i x. nule trinoma k(x) = av + by + ¢, a #0, izraziti
(I +x) /(I -x)+ (1 +x)/(]-x)pomocu a, bic,
2" Dokazati da iz ¢injenice da je trinom &fv) pozitivan ako i samo
ako je | <x <3, sleduje u <0).

Odrediti #za koje je vrednosti x v tom slucaju ispunjena nejednakost

ax - by + ¢ >0,

Resenje: ;
0 ; 1+x 1+ 7, 2 -5 ; vy ! :
1" Kako je A= Ly = = ( 1X2) , primenom Vijetovih pravila
=% 1—=% =0 £ryJxa
; ANa -«
Imamo A = f“—r]
a+ b+
2" Trinom kfx) ima nule x; = f 1 x; = 3. Prema tome, on se moZe napisati u

obliku B(x) = afx - ){x-3) = a(x’ - 4x + 3). Zaista, ako Je a <, ovaj trinom je
pozitivan za [ <x < 3. lednostavno se dokazuje da vazi i obrnuto, Nejednakost
ax - bx + ¢ >0 svodi se na afy’ + 4x + 3) >0. Kako je a < 0, ova nejednakos!

je ispunjena za -3 <x <-J



Zadatak 38. Data je funkcija fix) = v + (k + 2)x + 2k, k - realni parametar,

a) Dokazat da su za svako & korem jednacdine fixv) = O realni.

b) Odrediti k tako da jednacina fix - k) - 2x = () ima refenjfax, =0, x, = 7. Za
tako odredenu vrednost & nact minimum funkcije fix - &) - 2.

Resenje:

a) Diskriminanta kvadratnog trinoma D = (k + 2)° - 8k = (k - 2) ne moze biti
negativoa, pa su koreni jednacine fix) = () realni.

b) Jednadina fix - k) - 2x = 0 svodi se na kvadratnu jednadinu v - ky = (0,

Za k =7 koreni ove jednacine su v, = 0 ix, = 7. U tom sluéaju kvadratni trinom
- - i\ —4Y 7
v - 7% ima minumum — =

Zadatak 39. Nekaje fix) = + (3k + Hx+ Skigfx) =k + )05 + dkx + 7k
I" Naci sve vrednosti realnog parametra & za koje je

fixi >gix) za svako x
2" Naci naymanju vrednost funkcije Fix) = 2ftk - 1) + g(-1).

Resenje:

1" Nejednakost fix) > g svodi se na k™ + (k - [)x + 2k <. Da bi ona bila
ispunjena £a svako x, treba da vaze nejednakosti k <0 i (k- 1) - 8% <1, odakle
-1-242

==

2 Imamo

ek <

r—h-]:z[[k 1y +[3kTI]{k—I:I+5k}+[k Fl—dk+Tk)=8k" + 6k + |=ﬂ1l'r. +§"| i

e I i 3
minumum £, = == dobija se za k_—g.

Zadatak 40. Za koju je vrednost realnog parametra ¢ zbir kubova jednacine
6X + Ofa - [)x - Sa + 2a = 0 najvedi?

Resenje: _ _ ) ) .
Kakoje S = X, + 05" = (a4 + 0) (X s+ X)) =-p(p -3g)edesup =u- |,

s = , 9 1 c 1 ”
r{ziﬂ) mamo :«iz—l(u' *u'3:|=———{u+%J zit a=-— dobijamo

] . 3 2
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Zadatak 41. Neka je fix) = ¥ + (a - 2)x + a + 5. Odrediti realan parametar a
tako da jednacina fix) = () ima realne korene x, i x; koji zadovoljavaju uslov
Xy . e |

1 . e o0y ; !
— +—=—+—1+2. Za tako nadeno a odrediti x za koje je 0 <ffx) <3.
Xa 1y Xy Xz

Resenje:
Primenom Vijetovih formula dobijamo x, + x; = 2 -aixx, = a + 5. Da hi
jednacina f{x) = 0 imala realne korene v, i x, potrebno je da diskriminanta bude
veca od nule tj. D =& -4ac >0 odnosno
{a-2V-da+5)=d-16=(a-4) fa + &) 2100
Ako koreni x; i x, zadovoljavaju jednaéinu
;:-'— - i—- =tL . IL +2 sredivanjem jednacine dobijamo

2 H E X

-

XX Xy 4+ X+ 2 xyxs)

odnosno  (x, + X2 - (x; + X2) - dx;x, =0 ).
X Xq Xy K

(2-a) -(2-a)-4(a+5)=0. Kvadratna jednadina & - 7a - 18 = 0 ima dva
reSenja @ =9 1 a=-2, ali da bi bilo D >0 reSenje mora biti samo a = 9,

Zadatak 42, Data je funkcija y = ¥° + px + ¢. Odrediti vrednost parametara pi
¢ tako da:

a) grafik funkcije seCe apcisu osu u taéki A(-1,0) a ordinatu osu u tacku B(0,3)
b) grafik funkcije dodiruje apcisu osu u tacki T(4,0)

¢) funkeija ima minimum - 4 za x = /.

Resenje:

Ap=4,q=3

b) Datu funkeiju napisati u kanoniénom obliku tj. }‘=[.¥ +£) b -% iz
pretpostavke izlazi sistem ¢ - {—_- =0 | 4p+q=16=0,

) lz pretpostavke sledi sistem jednacina g-— iy —%_—: ~ daklep=2,¢9=-3.

Zadatak 43. Data je funkcija y = ax’ - 2x - 5, Odrediti parametar @ tako da
funkcija postize maksimalnu vrednost -2, Za nadenu vrednost ispitati tok i
skicirati grafik funkeije.
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Resenje:

— 2 . Faey S— :
Iz obrasca L‘uu sledi ﬂilu—i—z]—-——z ; u:-é— a funkcija

da

y= —%,1.7 -2x-5= —-;-{.-. +3) -2.

Zadatak 44. Data je funkeija fix) = x° - x + I. Ispitati f{0), fi 1), fi- 1), fia + 1) i

{z)

T

Resenje:

fim=1, fil)=1, fi-1)=3, fla+lj=(a+1F-fa+D)+1=d+a+1
JII.lrl'::t:—:1+l

__n’.l', a”

Zadatak 45, Odrediti parametar m tako da vaZi relacija

- - : . 4 1 i J-

a) ¥ -mx-m -5 =0, relacijp —=—+—-—

XXy X Xp 2

7 - (4]

b) (m-2)x - 2mx + 2m - 3 = (), relacija L,+L?—I?
Xy x5

ako su x; i .x; reSenja date jednacine.

Resenje:

b i o 0
— i xx, =— dobijamo
o wl

a) Iz jednakosti primenom Vijetovih formula x, + x, =-

4 R | -+ " | s i
= -—  odnosno - = - -—. Iz ovog teraza sledi
XNxs ;a2 —[m' +ﬁ] = {n_: +5] 2
jednadina m’ +2m -3 =0 EjasureSenjam, = [ im, =-3,
b) {.ll . .':::l: —2x %, _ 11
(v f -

2\ 2m-3 om-3Y S ——
)( ik J O+ i 1 I{{ i 3} =0 sredivanjem jednakosti dobijamo kvadratnu
-2 m—2 m—2

jednacinu 40 - 162m +126 = 0 Eija su relenja m, =3 i m, =%.

Zadatak 46. U jednacini k' - (2k + Dy + 1 = 0 odrediti parametar £ tako da:
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a) xj +x3 =3 b) x5 +xjx, =4 c) i+i=5
XA
Resenje:
; 2k+1 . i .
lz v +x,=—— 1 xx, =— dobijamo:
b k Y
1 = 5 2 -
a)x +x" =3, (x+x)-205=13, (J‘: I] —%_3

(k+17-2k-38=0, 4 +2k+1-2k-3F =0
KF+2k+1=0, (k+1V=0 k,=-1.

bJ -|T|I-t:: + .-1']1:.1'_‘ = 4 l .T_r.f:f.‘f: + .I'JJ = 4 K lIZkTI =4 . .2.!1‘.‘ + I = 4;(_1 .

Zadatak 47. Ako brojevi o, b, ¢ obrazuju aritmeticku progresiju, ispitati da li
|

brojevi : ; takode obrazuju aritmeticku progresiju.
d+e Cta a+b
Resenje:
% w1 2 H ¥ i i ‘ - * + o
Lz uslova da e, b, ¢ obrazuju aritmeticku progresiju sledi b7 =+— .

Uslov da druga tri broja obrazuju aritmeticku progresiju daje
I I[ | | ) | a+oc+2h 1 w+ o+ 2h

_Eh: +la+cPh+ac 2 a? g

- — +
h+ec a+h ¢
—t(a+ch+ac

c+a 2

- d+c+2h 1
. [u+:'[u+:'+?,h)_ d+

gde smo koristili uslov »* = L‘%J . Ovim je dokaz

2avrien.

Zadatak 48. Ako jea, >0, a, >0, ... ,a, >0 i ako a,, a,, ... , a, obrazuju
aritmetiCku progresiju, dokazati identitet
n—1

I | |
R el e e el W
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Resenje:
Ako racionaliSemo razlomke na levoj strani identiteta dobijamo:

R N el ol il
& d

s =ty

gde je d diferencija
."I 1 l"!rr

aritnmnEkc progresije. Ako se u dobijenom razlomku racionaliSe brojilac i ako

se koristi relacija a, = @, + (n - 1)d, dobija se M7l Eime je dokaz

zavrien,

Zadatak 49. Akosu a;, a;, ..., a, ¢lanovi aritmeticke progresije dokazati da je

1 | | n—1
+ + .+ = .
H]Hu H‘:H‘] id

a1y 4 ay,

Resenje:

Zadatak se moZe reSiti na dva nacina.

R:ann;r._L Primenom metoda matematicke indukcije:
za n = 2 jednakost vazi.

1 !

- : 1 : : —
- nekaje §, = + +..0F I pretpostavimo da je jednakost
dpdy oy oy

tacna, tj. da je §, =271 Ako levoj i desnoj strani dodamo
aya, aa,

dobijamo S, 5. 4 1 = l 2 | _ My =y, 4@ (),

} Aplyyy i, dgdy thtdgdy,|

Kako je ¢,y = a, +d 1 a, = a; + (n-1)d jednakost (*) postaje

! "oy T
St = Sto znaci da je jednokost tadna ako umesto n uvedemo
4y

n 4+ 1. Ovim je induktivni dokaz zavrsen.
ReSenje 2. Kako je:
I 1 d  dlag,-ap 1{ ] |
Tl _E”l“l-[ d Aptlpy) _E[:I__E]

za zbir §, moZemo pisati

1]
w




Zadatak 50. Data je funkcija fix) = v - 3x + 2.
1" Dokazati da razlike fix+ 1) - fix), fix+2) - fix +1), fix+ 3) - fix + 2), ...
obrazuju aritmeticku progresiju.
2" Koju vrednost treba dati promenljivoj x da bi zbir pet prvih élanova te
progresije bio 607
3" Koliko ¢lanova najmanje treba sabrati za nadeno x da bi zbir bio vedi
od 1207

Resenje:
1" Kakoje: ay=fix+1)= fix)=2x-2
ay = fix+2)—- ffx+1)=2x

ap = fix+k+1—flr+k)=2x+2k=2
sakljuéujemo da dati niz zaista obrazuje antmeticku progresiju ¢ija je razlika
(diferencija) d = 2.
2" Zbir prvih pet Elanova iznosi S = fix +5) - fix) = 10x + 10, 1z jednakosti
10x + 10 = 60 sledi da je x = 5.

i - o= . . ) H+1
3 Zax=5 dobijjamoa, =8 1 a,=8+2n teje §, =-i-;a-{u” fa, )=(n+1)n+8).

Nejednakost 8§, > /20 ispunjena je za n > 8, §to znaci da treba sabrati najmanje
Y Elanova progresije pa da zbir bude veci od 120),

Zadatak 51. Odrediti prirodan broj n ako se znadajezbir / + 2 + 3+ ..+ n
trocifren broj Cije su sve cifre jednake.

Resenje:

Zbir n prirodnih brojeva iznosi ;{u +1). Kako je ovaj zbir jednak trocifrenom
broju sa istim ciframa, dobijamo

i_:—(u . 1]: 100m + 10m +m=111m=3-37-m, . .u[n +1)=2-3.37-m pri  Cemu
me {1.23...9}. Na levoj strani ove jednakosti je proizvod dva uzastopna prirodna
broja, pa mora biti i desna strana proizvod dva uzastopna prirodna broja, odakle

zakljuCujemo da je m = 6 jer je tada 2-3-m=236. Prema tome, n = 36. Zaista, #bir
prvih 36 prirodnih brojeva iznosi 666,

Zadatak 52. Tri broja obrazuju geometrijsku progresiju. Ako se drugi Clan
poveca za 8, progresija prelazi u aritmeticku progresiju. Ako se sada poslednji
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¢lan ove aritmetitke progresije poveca za 64, dobija se opet geometrijska
progresija. Odrediti pomenuta tri broja.

Resenje:
Neka su ovi brojevi a, aq, ag’. Prema uskovu zadatka brojevi a, aq, aq’

obrazuju aritmetiku progresiju, pa je 2199

=aq+8... (*), dok brojevi a,
aq+8, aq'+64 obrazuju geometrijsku progresiju, tj. (ag+ 8) = alag® +64) ..

(*#). Iz jednacine (*¥#*) nalazimo da Jje q=4—i. Zamenom g u jednadinu (*)
i

dobijamo 94" -40a+ 16 =0 =a=4 i u:%,
¢ jednake redom 3 i -5. Na osnovu toga traZeni brojevi su: 4, 12, 36 i
4 =20 100

9 9 g

pa su odgovarajuce vrednosti

Zadatak 53. Prvi lan aritmetitke progresije je ;_-E. a zbir S, = 36.

L

Odrediti broj Clanova progresije ako je zbir drugog i petog lana jednak nuli.
Napisati prvih Sest {lanova progresije.

Resenje:

Kako je s, =%(a, +a,) ia=a+(n-l)d iz uslova a. + a, = 0 dobija se da je

diferencija ove progresije u':-;- 1 broj sabranih ¢lanova je n = /8. Prvih Sest

Clanova su ; —E,—l.--i.l.l.z.

6 2 662606
:l:r—§-+|;2—|}.ul' I
g = gd==
uﬁ:—g+[5—]}f 3

1 s : .
Iz 3&:%[—§+{—§]+ (i —l]-%*, dobijamo n* -6n-216 =0 tj. n = I8
ry ¥ H

Zadatak 54. Zbir prva Cetiri Slana aritmeti®ke progresije je 1, a zbir sledeca
Cetiri Elana je 25. Odrediti zbir prvih 37 &lanova progresije.
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Resenje:

1z S, =§{u, +a,)=1=2g +a, +3d) tj. 2a, +3d== .., (¥)

£
2
[z S -8,=25=25=4(a, +a; +7d) tj. 2q, +'M=I2—3 B G|

Zadatak 55. Dokazati da su brojevi ’EH. S uzastopna ¢lana
V2-1'2-2"2

opadajuce geometrijske progresije. Ako su ta tri broja u isto vreme prva tri

¢lana beskonaCne progresije nadi njenu sumu.

Resenje:
V241 1 T
V2-1 2 of3 0

Clanovi  jedne  geometrijske  progresije, a iz

Kako je

I L
[2“ %) z_al»:huﬁupnm da su dati brojevi zaista

—
2

I & 1 i I
2-v2 J2-1 2442
zakljucujemo da je ova progresija opadajuca. Zbir S beskonatne progresije Eija

f 1
su ovo tri Elana je §=4+32 [.‘-‘ =li-
\ -4,

Zadatak 56. Ako pozitivni brojevi @, b i ¢ obrazuju aritmeticku progresiju,
1 I

A . 1 . ’ .
dokazati da brojevi ——= ——— —— — takode obrazuju aritmeticku
b G s = ol R J

progresiju.

Resenje:

Ako a, b, ¢ obrazuju aritmeticku progresiju, tada je b - 4 = ¢ - b = d. Na osnovu
| Je-4b Je-va 1 Vb —u Cw

Vorde  d Jeida 24 Jo-da  d S
| ) e b, b sakljuCujemo da dati

\"'E-'-xf? 'hf';+'u'r;; o o v'rl_'.+ ]

brojevi zaista obrazuju aritmeti¢ku progresiju.

toga  je
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Zadatak 57. Tri broja ¢iji je zbir 19 fine geometrijsku progresiju. Ako se
poslednji broj smanji za jedan dobija se aritmeticka progresija. Koji su to
brojevi?

Resenje:

Akoje a+ b+ =191 akoa, b, ¢ - | obrazuju antmeticku progresiju onda je

b-a=rc-b-1=d Kako je jo§ i ﬁ;',—:u; {et, b, ¢ vbrazuju geometrijsku
a b

progresiju) to se 12 sistema:

a+b+c=19

2b-a-c=-1

h_r =

dobija: iz prve dve jednacdine vrednost b = 6. Ako sad to zamenimo u trecu
jedna¢inu dobijamo 36 = ca. 1z a + ¢ = 131 ac = 36 dobijamo smenom
a=13-¢ kvadratnu jednadinu ¢ - /3¢ + 36 = 0 &ja su reSenja 4 1 9 pa su
trazeni brojevi 4, 6, 9,

Zadatak 58. Odrediti tn broja a;, a., a; koji ¢ine geometrijsku progresiju, ako
brojevi a,, a,, a; - 3 ¢ine aritmeti¢ku progresiju i njihov broj je 21.

Resenje:

iy +a:-+a;=21
Wy g~ 3
—_— :J':

2

a) = aya,

a; =0, a,+a;= 15, aa; =36

Redavanjem sistema dobijamo kvadratnu jednacinu:
u_,-: dA5a; +36=0 Tj, iy, = 12 = k)

pa su traZzeni brojevi: @, =3, ;=0 , a;=1[2.

Zadatak 59. Odrediti zapreminu piramide &ija je osnova pravougaonik sa
stranicama a= 1,2 em 1 b=0,9 cm, dok su bo¢ne ivice jednake duZine 5=/.25em.
Ravan paralelna osnovi polovi visinu date piramide. Odrediti zapreminu dvaju
dobijenih tela.
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Resenje:

Zapremina piramide je V =%HH. Visina piramide je .*-':1’53 -[%] , gde je d

dijagonala osnove. Prema tome je H = %1,‘{2.';‘]“ ~a® =b" =lem. Ako je H, visina i

V, zapremina odsefene piramide, iz njene slitnosti sa piramidom od koje je
odsecena, izlazi Vv, -V =(H - 1) ulg:.- V, :;\' =045cm” . Ostatak je piranmda

zapremine Vo= V -V, = 0,315 enr’.

Zadatak 60.  Osnovne ivice pravilne trostrane zarubljene piramide su a 1 b
(a>b), a bofne ivice zaklapaju sa osnovom ugao o. Odrediti zapreminu ove
piramide.

Resenje:

Visina pravilne trostrane piramide €ija je osnovna ivica @ i Cije bocne 1vice
: . & a3 _ ,

zaklapaju sa osnovom ugao o, wma visinu /= 3 rea . Prema tome njena

1 1 a®y3 a3

zapremina V; iznosi  V, =—BH=——=
3 3 4 3

piramide sa ravni paralelnoj osnovi odsece piramida Cija je osnovna ivica b,

njena zapremina Vv, odreduje se na osnovu osobine sliénih tela

l;J.l

Vi Vi = (00 = Vi =g

i
:ga;;—lf;:a. Ako se od ove

i
a =h'

Zapremina zarubljene piramide V ima vrednost V=V, -V, =

Zadatak 61. U polulopti poluprednika R upisana je pravilna Cetvorostrana
piramida &ija baza lezi na bazu lopte. Odrediti povriinu i zapreminu piramide.

Resenje:

Bazis ove piramide je kvadrat upisan u krug polupreénika K. Ako je a stranica
kvadrata, tada je a2 =2R tj. a= ®y2 . Visina piramide je H = R. Bo&na ivica
piramide je S= RyZ , $to znadi da je bofna strana piramide jednakostrani¢ni

. . 1.2 2
lrougao  stranice Rﬁ. Na osnovu  toga nalazimo 1"=—u"'”'—EH'l .

F=a3+4U:£=Z(i+\ﬁ)31.

4
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Zadatak 62. Osnova piramide SABC je jednakokraki trougao Cije su stranice
AB = AC =5, BC = 6. Sredina D duzi BC je podnoZje visine piramide, a visina
SD = 1. Naci povriinu i zapreminu piramide.

Resenje:
Neka su A, B, C, D temena ovog trapeza i S presek dijagonala. Kako su
trouglovi ABS i CDS jednakokraki - pravougli, visina trapeza  iznosi

h =§ + g= = :b . Krak ¢ se dobija primenom Pitagorine teoreme, t.
" by 3 St - 3 o .
e =h? +[” b] —(Hq_b] +[Ll h] LLGJ" + & }:: r=£ & 5T, Dljﬂgﬂnﬂlu
2 2 2 2 2

trapeza zaklapa ugao od 45" sa osnovicom. Stoga je d=iy2 -_-"—C-‘j‘m[wh}.

- . . a+b s+
Povriina trapeza 1znos1 P = I =[‘—] .
2 2

Fa

Zadatak 63. lzracunati povriinu jednakokrakog trapeza ako su mu dijagonale
uzajamno ortogonalne, duZina kraka jednaka S i ugao izmedu vede osnovice i
kraka jednak o lzraCunati zapreminu zarubljene kupe koja nastaje obrtanjem
tog trapeza oko njegove ose simetrije.

Resenje:
Neka su a, b4 h redom osnovice i visina trapeza. Podto je trapez jednakokrak, a
dijagonale su uzajamno ortogonalne, dijagonale zaklapaju sa osnovicama ugao
od 45", Na osnovu toga moZemo izraziti a, b i h pomocu 8§ i o,

Kako je h = Swina, AE = §-cosa, imamo
a=AE+EB = AE + h= S{sina + cosa)
b=a-2AE - S{sint - cosay).

Povriina trapeza iznosi

P=u+b 3

h=S8"sin’ a

Zapremina zarubljene kupe je

- 3 i a. .
l’z?(h' +Er+r1)gdﬂjﬂ R:E Lr=

b
=
Prema tome V =%Gﬁl +ab+h? ):%32 sina(2 - cos2a).
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Zadatak 64. SrediSte kruga upisanog u pravougli trapez udaljeno je od krajeva
duZeg kraka p = 2 ¢m i ¢ = 4 em. Nadi povrsinu tog trapeza.

Resenje:
Na osnovu jednakosti < GOC = < EOC i < EOB = < FOB zaklju¢ujemo da je
trougao COB pravougli, &ija je hipotenuza duZi krak trapeza BC=y/p® +4° .

Hipotenuzna visina ovog trougla je polupreénik upisanog kruga u trapez i
P

P +q’
lrapeza r1ﬂ:r+1||qr‘.' L
DC=r++p* ~r® ivisina GF = 2r,
povrsina iznosi
-":rLlr+v'rp: 2 +.,‘I[qt -1 ]
Ako u ovu jednakost uvedemo
izratunato r dobijamo
poralp+a)
P g’

iznosi r=

. Kako su osnovice D

Aap=2cm ig=4cmimamo P = 144 enr’.

Zadatak 65. Ostar ugao romba jednak je 3(°, a njegova veca dijagonala ima
duzinu . U taj romb upisan je pravougaonik tako da se jedna od njegovih
dijagonala poklapa sa manjom dijagonalom romba. Izralunati povrinu tog
pravougaonika.

Resenje:

- " vl S e .
Odnos dijagonala romba dat je jednakoScu ;' =15". Stranice p i ¢
pravougaonika su p = d,sinlS" i g = d;cosl15". Prema tome, povrsina
pravougaonika iznosi

FP=pyg= u':}? sin15" cas15” = -zl-dg sin30" = /

" . 3 1—cos30"
dy =idi‘tg‘|50 — d.‘—i q

|+ cos 30"

1
4

= | =

Odavde je Pu[%—ﬁ]df. ag”
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Zadatak 66. Izracunati poluprecnik sfere koja dodiruje asnovu ABC pravilnog
tetraedra SABC i ivice SA, 5B i SC ako je SA =a.

Resenje:

Neka se §" podnozje visine tetraedra koja je spustena 1z S na osnovu ABC,
Posmatrajmo trougao AS'S. Centar sfere O pripada visini 88'. 1z sli¢nosti
trougliva AS'S 1 DOS dobijamo s

Eﬂ:-'ﬁ. Kako je DO = 08" =,

0s A8

AS=a, Av=23 se=p= u,JE,

3 5 D
0OS=H- 05" imamo
r A3 V2
=——r= a .
H-r 3 3443

Zadatak 67. U sferu poluprefnika R upisan je valjak maksimalne zapremine.
Dokazati da je r - R = 2 43, gde je r polupreénik osnove valjka,

Resenje:
Neka je H visina valjka. Kako je njegova zapremina V = @ H, a r. R i H su
povezani Pitagorinom teoremom tj. 4R° = 47 + H°, eliminacijom r dobijamo
L F i 217 3
P i s 3 4 oty .
V=m R°H i lzuslova — =x| R* -=H* |=0 | = —inﬂ nalazimo da
4 d -\ 4+ it 2
, . . . ) I )
je zapremina maksimalna za  H° :;-H vt za =R Odavde  sledi

r:R=42:43 %o je i trebalo dokazati.

Zadatak 68. Obim romba iznosi 2p, a #bir njegovih dijagonala m. Nadi
njegovu povrsinu.

Resenje: )
Iz datih uslova imamo 2a=p, d, + d, =m. Kakoje d,d;, = 2P, d +d; =
4a =p', iz m' = (d, + d.f =d" + d + 2d,d, dobijamo m’ = p’ + 4P, 1j.

P= % . Da bi zadatak imao refenje mora bitt m >p.
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Zadatak 69. Piramida &ja je osnova pravougaonik sa stranicama a i b i
jednakih botnih ivica [ preseena je jednom ravni paralelno osnovi na dva dela
jednakih zapremina. Nadi rastojanje vrha piramide od ravni preseka.

Resenje:
Neka je H visina piramide i H, rastojanje vrha piramide od ravni preseka. Tada

iz uslova datih u zadatku dobijamo H : H® =1:2 ... (%), tj. H, =%n. Kako je
1in

& = d + F (d je dijagonala osnove), bice #* =1* -[%) :f_'i—h pa na

W

1 % . a's 42— gt =t
osnovu jednacine (¥) dobijjamo H, =—:'.'_L_
22

Zadatak 70. U trouglu &ija je osnovica a i visina A upisati pravougaonik
najvece povriine. Naci povrsinu tog pravougaonika.

Resenje:
Povriina pravougaonika § = xiy. lz c
sli¢nosti trouglova ABC 1 EDC 1zlax

a.hz_;,{.h—y]::-.t:%{h—}'],tcjl: £/ x 'D

s =-;‘- -y ). Maksimalna povrSina
1

'Sﬁ']ﬂl

! i i
=22 dobija se za y=—.
4 2

Zadatak 71. Oko lopte poluprecnika a opisana je zarubljena kupa ¢ija je
izvodnica S, Naéi povrSinu te Kupe.

Resenje:

Neka je x poluprednik donje osnove i y poluprecnik gornje osnove zarubljene
kupe, h visina i § izvodnica. Ako se kupa presece sa ravni koja prolazi kroz
osnovu, dobija se tangentni etvorougao, za koji vazi x + y = § .. (%)

(x-yf=8§-NF .. (**% = x-y=y§'-h". Povilina zarubljene kupe je
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P=mx +y +s(x+y)). 1z jednakosti (¥) i (¥%) sledi «? +y* = 23

."=rr[2.h‘f --'I%] Kako je It = 2a dobijamo P = 2m/§° - o).

Zadatak 72. U krug je upisan kvadrat ABCD. Neka je M tacka na luku AB,
takva da je veli¢ina duZi AM jednaka 7, a velifina duzi BM jednaka 5¢2.
lzracunati velic¢ine duZi MD i MC.

Resenje:

Posmatrajmo trougao AMB. Oznadimo stranicu kvadrata sa a. Ugao AMB
jednak je 135", jer je to periferijski ugao nad lukom BCDA, Ciji je odgovarajudi
centralni ugao 270",

Primcnnml Lknsinusnc teoreme na trougao " S
AMB dobijamo
AB'=a’ =AM’ + BM’ - 2AM-BM -cos1 35"=

=49+5!I—2-?'5\E'[‘§]:|&91 .-"

/

odakle je ¢ = 13. Kako je trougao DMB
pravougli, pomocu Pitagorine teoreme
nalazimo _

MD* = 8D° —mp® =13V f - (542 =288-127 2 . MD=1242 . Sligno ovome iz
pravouglog trougla AMC dobijamo

MC? =AC? = MA? = [Ij\E}T -7% =289 . wlikle e MC = {7,

A
M

Zadatak 73. Data su dva koncentriéna kruga &iji su polupre&nici r i & (r<t).
IzraCunati duZinu stranice jednakostraniénog trougla Gije je jedno teme na krugu
poluprecnika r, a ostala dva na krugu poluprednika K.

Resenje:
Na slici je prikazan kruzni prsten sa konstruisanim jednakostrani¢nim
trouglovima. Kao $to se vidi, postoje dva redenja.



Neka je x stranica vedeg trougla ABC.

Obzirom da je i’.-’f-‘:(.‘F-E?E.‘:{;-.tnr i

X - - -
M-‘=E, pnmenom Pitagorine teoreme na

trougao AFO dobijamo

(Var+ar" =)

Pozitivno reSenje ove kvadratne jednadine je «= . Na shéan

2
(-5 a7

2

naci dobijamo stranicu y manjeg trougla y =

Zadatak 74. U pravilni trougao ABC upisan je pravougaonik tako da jedna
njegova stranica leZi na hipotenuzi AB (ostala dva temena su na katetama).

Odrediti stranice tog pravougaonika ako je njegova povrina I‘:g. AC=4,
BC=3.

Resenje:

Pravougaoni trougao sa upisanim pravougaonikom prikazan je na slici.
Neka su stranice pravougaonika FG=x, B
EF=y 1 neka je hipotenuzna visina h,.. Iz G
slicnosti — pravouglih  trouglova EHC i
ABC izlazi EH:h=AB:h,, gde je h H e

hipotenuzna visina trougla EHC. Kako je ‘
EH=x, . =£T AB=c 1 h=h-y, imamo §

—— = Zaa=3, b=4, c=5 dobijamo

b=y ab
&

-

=2

m
-4

ﬂ - - -
by =%. tako da jednacina postaje x:S—I—j y. Iz ove jednadine i uslova

5 e " 5 25 2
=xy== dobijamo dva refenja; x, ==y, =2, %, =— v, ==
p=x 3 i X P ¥ 1 =g ¥z 3
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Zadatak 75. Dve izvodnice prave kupe koje grade ugao o odreduju ravan m.

Ravan 7 je nagnuta prema ravni osnove kupe za ugao fi. Naci zapreminu kupe
ako je njena visina H.

Resenje:

Neka je h=BS visina trougla ASC. Imamo
Hih = sinf, tj. h = HlsinB. Trougao BSC
(ili ABS) je opravougli 1 njegova
hipotenuza je s=CS (ili s=AS). Odavde
nalazimo "-:m_-a.r[%-}. Prema  tome

b

a :
Cos = sin B cos

Na osnovu toga izratunavamo zapreminu kupe:
(
l J- 3 J. 5 3 i I
v =-—~BH=-m"H=—:r(s‘ - H')f e
3 3 3 3

£ .l 5 e
LT [
B =

2 )

Zadatak 76. U jednakostrani¢nom trouglu stranice a=6 cm upisana je KruZnica

. w . i .
K. Jedno teme trougla je centar kruZnice K; polupre¢nika —. lzratunati (na dve

i

decimale) poviSinu lika izmedu K, 1 K.

Resenje:
Presefne tactke kruznice K, i K, obelezimo sa D 1 E. Neka je P, povriina
kruznog iseCka DBE, a P, povrsina figure izmedu luka DE kruZznice K, | duZi
DB i BE. Tada je traZena povesina P = P, - P..

i

o , _Ifa d __u'::rr s i
Dalje je !l——(—J:r—?, t. Sestina

612
kruga P:=l[”‘ﬁ—L£ ]=£[J\ﬁ-i‘r).
3| 4 6 ) | 36
2

Trazena povrina P =%(ﬁn -6J3) zaa=6

imamo # = %(Sn—ﬁﬁ)z 2.66.
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Zadatak 77. Od kvadrata stranice a nafinjen je omotaé valjka. lzratunat
zapreminu valjka u funkeiji od a.

Resenje:
Zapremina valjka je V=8-H. Kako je omota¢ napravijen od kvadrata stranice a
to je H=a, a obim bazisa B je takode a. Kako je bazis krug iz jednadine O=2rm

2

. : (8] ! o, % ' ; u ; v
nalazimo da je r=—=-—. Bazis je onda jednak B=r'm=—=x pa je traZena
2r In 4r°

. y u 1
zapremina V =B-N=—— m.a="—

an’ Can

Zadatak 78. Ako se prefnik AB ma kog kruga podeli tadkama C i D na tri
jednaka dela tako da je AC = CD = DB pa se nad AC 1 AD s jedne strane, a nad
BD i BC s druge strane precnika opiSu polukrugovi, onda je povrSina kruga
podeljena na tri jednaka dela. Dokazati,

Resenje:
Povriina osencenog dela je

2

12 I[Er] 1[;-]“
Pe—rg-=|—|m+={=| 7=
2 2\ 3 243

l 2 2 % ! 2 | a
= =t E—rR=—r'R

o 9 I8 3
tj. predstavlja trecinu povriine Kruga,
Lako se dokazuje da je povriing
osencena tackasto podudarna prvoj, 1.

f I 5 .
ona predstavlja takode A odakle sledi

trvrdenje.
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